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Oppgavesettet har 10 punkter, lab, 2ab, 3ab, 4, babc, som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Alternativ 1:
s 2 bt 1 b e bt
=) =p2% - = T dr = b — 1
L (571)) b e’ = L (5(87@) /Ube dr = b(e ) =
B2 t ¢
EY LA B D dr = et — M1
c (52 s b)> /0 B(eb™ — 1)dr [e bT]O bt

Dermed er

L7YF(s)} = 2sinhbt + e — bt — 1 =2¢" — e — bt —1
Alternativ 2: delbrgkoppspalting.
A B Cp Oy

F(s):sfb+s+b+?+s_27 A=2 B=-1Ci=-1Co=-b

som gir samme resultat som ovenfor. Ved skiftteorem 2 far vi

L7YH(s)} = f(t —a)u(t —a) = [26”(”’“) — e M=) _p(t —q) — 1} u(t — a).

b) Vi Laplacetransformerer forst g(t) = tu(t— 1) ved skiftteorem 2 og L(t") = n!/s" 1.

9O =[(t—D)+1ut—1) = L(g) = GQ + %) o=l

(Det kunne vi ogsa ha regnet ut direkte fra definisjonen av Laplacetransformasjonen.)
Laplaceransformerer differensialligningen og lgser mhp. Y = L(y):

2V —sy0) g/ 0) Y =20 + e () =1, y(0) = 1)

s+1 2 s+1 1 2 1
Yy = 1 (2 1 N
5271+<5271+52(5271)>e 571+<5271+32(571)>e

Resultatene i a) (med a =b=1) gir

! fort <1
y=c+ [2@”1 e (s Vi t] u(t —1) = {e ort <

el + 21 — e (1) — ¢ for ¢ > 1.

Vi ser at y/(t) = €' for t < 1, dermed har y(t) venstrederivert e i ¢ = 1. For ¢ > 1 far
vi y/(t) = et +2¢'~1 + e~(=1) — 1, Da har y(t) hoyrederivert e + 2 for ¢t = 1, og y(t) er

folgelig ikke deriverbar for ¢ = 1.
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a) Vi setter u(x,t) = Y00 un(z,t) = > 00y Be "t ginng og bestemmer B,-ene.

el 2 T
f(z) () u(z,0) = Z B,sinnz (for 0 <z <m) = B,= —/ f(z)sinnz da
T Jo

n=1

9 [ /2 -
B, = / xsinnx dr + / (m — x) sinnz dx
Jo Jr/2

2|

2 cosnz  sinnz]™? cosnx  sinnz]”
==||-s——+— + (- z)—— — —

™ n n? |, n n /2

2 mcos (nm/2)  sin(nw/2) wcos (nm/2)  sin(nw/2)
==(|-= + = +

m 2 n n 2 n n
_ 4sin(nm/2)
T n?

Dermed far vi
4 (=pm

B,=0 narn=2m og B,= narn =2m+1

7 (2m +1)2

4o (D™ mpnper .
u(z,t) = - mZU me CmAD S gin (2m + 1)z oppfyller (i), (ii) og (iii)
b) Vi setter inn u(x,t) = F(x)G(t) i (i) og bruker randbetingelsen (iv).

F// G/
F 26
(I) F"—kF=0, F(0)=0, F'(r)=0, (1) G —kPG=0

FG' =PF'G > k  (konstant)

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(t).

(1) F"—kF =0, F(0)=0, F'(r)=0

k>0, k=p?: F(z) = Ael™ + Be " F'(x) = pAet® — pBe 1@
F0)=F'(m)=0= A=B=0, Flz) =0

k=0: F(z)=A+ Bz, F'(z) =B
F0O)=0=A4=0, F(r)=0=B=0, F(z)=0

k<0, k=—p*: F(z) = Acospz + Bsinpz, F'(x) = —pAsinpzr + pB cos pr
F0)=0=A=0, F'(r)=0, B#0 = cospr =0

p=2m+1)/2, F(z)=sin[(2m+1)z/2] (B=1)
an G -k*G=0

2 2 2
k= (2’"; 1) - gy CEMALT QTT V6 —0 = 6(t) = cememinys

Lgsningene av (i) pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som tilfredsstiller (iv):

2 2m + 1)z .
u(z,t) = Ce=¢"@m+1)%t/4 gy W, C vilkarlig konstant, m =0, 1, 2, ...
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a) Fouriertransformerer .= tuy.
(Bruker betingelsene lim,| o u(@,t) = limjy| o0 Uz (@,

t) = 0 nar uy, transformeres.)

ou 10u 2
—w’ = M|~M dvs. QN = \F|, separabel differensialligning
u
In || = —w?Int + Cy(w) = G(w,t) = Agvmwsfi AOAEV = Hmﬁisvv

U(w, 1) = Q?%i _E

ry ~ Iy —w?Int
= flw), u(w,t)=f(w)e™
u(w,1) = F{u(z,1
Lgsningen kan ogsa skrives i@ t) 0)t~ w?
b) Fra tabell i Rottmann:
—ax?) _ 1 3 N —w?/da _ 1 —w?/4a . _ 1
.ﬂAm v\‘/\m P \/\mm s v@i@ws\ﬁzb
Galw) = F Am\i\is\,v _ H\Aw_ ~ WA _ /o1 g ~wiinA
n

Vi bruker uttrykket for g4 (w) med A = ¢ til & skrive e=**2* som en Fouriertransformert,
og finner deretter u(x,t) ved & bruke wo:<o_:&.o=mnmo~m:_m7

, 1 ; p
et — A‘a\i\iiv = ﬂ_: Flh(z,0)}, hla,t)=e /At

:_: /\Mﬂ,\mﬁﬁﬂv v

H 00
:&LH|.&*:&.LH|,\ z —p)h(p,t)d,
(@00 = g F@ b0 = s [ = ph(p 1) dp
Vi kan alts skrive u(z,t) pa den oppgitte formen og h(z,t) = e=="/4Int,
Vi kan bruke summeformelen Y0 1 ¢" = 1/(1—¢) for en geometrisk rekke med |g| < 1:

I 1 i
z it (z—d) il-i(z—0) MU_Z i) MU& (="
for |i(z — )] <1, dvs. for |z — | < 1. Alternativt:

“rpl onl /—1\"
= h(z), R () R (i) = (=1)"n! _m Ahv — plinl

1
z gntl i i
1 &AM
|HM| —(z—0)" M%HA\L
z = n! 0
H o0
f(z)= - "z — i) = MU%T:N\S:L for0<[z—i] <1
ﬁlev n=0
1 1 1 I o —i\"
)= = e = e ()
(z=1)z  (z=19)[(z—1)+1] AN\SmTLv i g AN\SN:MHO z—i
z—1
: n > A\CS\JS _ )
\MU N\Q:JQHMU PR for p <ldvs.1<|z—1]<o0.

:\o m=2
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a) Lgser ligningen 2° +1 = 0.

23— ] = gilmt2km) o i(r+2km)/3

z =z = cos(m/3 + 2km/3) + isin(n/3 + 2kn/3), k=0,1,2

20=31+iV3), 21 =-1, 2 =31 —-iV3)

Funksjonen f(z) = e™# /(23 + 1) har enkle poler i z = 2, k=0, 1, 2, og 2} = —1.

2 3
3zi 325

Res f(2) =

234+ 1)

b) Innenfor Cr, har f(z) ett singuleert punkt, zo.

z=zp

= — 7 Z€

3

iz TiZ) T2,
ﬁ € % ek ek L cin
( .

Dermed far vi

*, f(2)dz = 2mi Res f(z) 2 ) o (—320¢™) = —Lmi(1 + iV/3)emiiv3)/2
CR,r

_ Iﬁﬁ +T\wvm\§\w\w+§\m _
3

Fra teorem i Kreyszig 15.4 har vi

r—0

mmléma +iV3).

:EA\.\f \SQNV =miRes f(z) dvs. lim \$ \ANV&NH \iAWaiv = ﬁ%

2=2z1 r—0

c) Vi bruker M L-ulikheten og finner forst en gvre skranke for |f(z)| pa I'p.

TiN— _ miﬁie_ _ T\@iai —e <]
el 1 o1 1
B+1| 7 |B+1 T [B8]-1 R3—

Siden lengden av I'p er 7R, gir M L-ulikheten

e,

f(z) &NA < ? -TR og folgelig er

(for z pa ' siden y > 0)

(2 €Tg)

lim f(z)d

R=00 [y,

Siden z = x, dz = dx pa intervallene [-R, —1 —r] og [-1+r, R] far vi

R

Vi lar » — 0 og R — oo og bruker svarene ovenfor.

—1-r
\\ &&+\ f(z &N.T\T:\A&E&.f ;\ANV%H f(z)dz

Cr,yr

00 T -
prv [ e = e A+ ivE)

3 +1 3 3

—00

Ved & ta imagineerdelen pa begge sider far vi

rO0 o3
\ sinre T m,\w,\%aém _ WA,\WNL,QM _ _v (~ —0.9278).

e | 3

(At integralet er konvergent folger av at sin(rx)/(# + 1) har endelig grenseverdi nar

Tr —

(rx)/(2% 4+ 1)] < 1/(2% + 1) nar
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