Fourierrekker

TMA4125,/4130

I M1 leerte du at mange glatte funksjoner kan skrives
som en potensrekke. En mye stgrre klasse av funksjo-
ner kan skrives som rekker av sinus- og cosinusfunk-
sjoner.

Bevisene i dette kapitlet er ganske tekniske. Ikke
les dem fgr du har regnet en haug med gamle ek-
samensoppgaver. Begynn med & forsta hvordan du
setter opp en funksjons fourierrekke.

Komplekse funksjoner av en reell variabel

I M1 og M2 var alle funksjoner reelle. I M3 begynte
vi sa smatt med komplekse funksjoner av en reell
variabel nar vi lgste systemer av differensiallikninger.
I dette kapitlet skal vi fortsette med det.

En kompleks funksjon av en reell variabel er en
funksjon

f: R—=C

Man kan tenke pa f som en parametrisering av en

kurve i det komplekse planet.

Eksempel 2.1. Funksjonen
flz)=>1Q+d)z t>0

beskriver en rett linje i forste kvadrant i det kom-
plekse planet. A

Eksempel 2.2. Fra M3 husker du kanskje Eulers
formel

e = cosz + isinz.
Denne funksjonen kalles en kompleks eksponensial-
funksjon. Merk at funksjonsverdiene ligger pa enhets-
sirkelen i det komplekse planet, og funksjonen kan
betraktes som en parametrisering av denne. A

I mange tilfeller er det gunstig & skrive en reell
funksjon som en kompleks funksjon.

Eksempel 2.3. Dersom vi erstatter x med —z i Eu-
lers formel, far vi
T

e " =cosx —isinx.

Disse to likningene kan kombineres til

eiw +e—i:c
COSl = ——m—
2
og
) i e—iz
SINT = -
21

Med andre ord: om vi har en funksjon som involve-
rer sinus- og cosinusfunksjoner, kan den like gjerne
skrives med komplekse eksponensialfunksjoner. A

Sinus- og cosinusfunksjoner har du jobbet med si-
den gymnaset, og derfor er de intuitive a jobbe med,
og dessuten er de lette a visualisere. Komplekse eks-
ponensialfunksjoner er vanskeligere a se for seg, men
ofte mer praktiske i bruk. Noen beviser blir veldig
harete pa reell form, og fouriertransform, som kom-
mer i neste kapittel, er praktisk talt umulig a forsta
uten komplekse eksponensialfunksjoner.

Periodiske funksjoner

Nar man skal forsta fourierrekker er det ikke mulig
a komme utenom periodiske funksjoner. En funksjon
sies & ha periode p > 0 dersom

flz+p) = f(z) (2.1)

for alle x i definisjonsmengden til f. Den minste p
slik at (2.1) holder, kalles fundamentalperioden til f.

Eksempel 2.4. La
f(x) =sinz

Denne funksjonen har perioder 2n7 for alle n € N.
Fundamentalperioden er 2. A

Dersom f har periode p, og g(x) = f(kx), har ¢
periode p/k, for

9(x) = f(kz) = f(kx +p)
= f(k(z+p/k)) =g(z+p/k).
Eksempel 2.5. La
f(z) = sin(3z)

Denne funksjonen har perioder 2nw/3 for alle n €
N. Fundamentalperioden er 27/3. Under er plot av
funksjonene sin x, sin 2z og sin 3z. A

Eksempel 2.6. Den komplekse eksponensialfunksjo-
nen e** = cosx + isinx ogsa apenbart fundamental-
periode 2. A

Ortogonale systemer

La f og g vaere komplekse funksjoner av en reell va-
riabel pa intervallet [a, b]. Integralet

/abfgdx

er en generalisering av indreproduktet mellom vekto-
rer, og har alle de samme egenskapene. Vi sier at f
og g er ortogonale pa [a,b] dersom

b
/ fgdz=0.



Et ortogonalt system {¢,} er familie av funksjoner
¢, som er innbyrdes ortogonale. Merk at siden f f =
F2> 0, er

/abffd:c>o,

og den eneste funksjonen som tilfredsstiller

/abffdaczo

er f = 0. Pa samme vis som fab fg dx er en genera-
lisering av indreproduktet mellom vektorer, er

b
£l =/ [ £Fds

en generalisering av lengden til en vektor.

Dersom en familie {¢,,} av funksjoner er innbyrdes
ortogonale, sier vi at {¢,,} er et ortogonalt system, og
dersom de tilfredsstiller

/bqbnqudm 1 forn=m
a 0 forn#m
sier vi at familien er ortonormal.

Eksempel 2.7. De komplekse eksponensialfunksjo-
nene ,
e nezl

utgjer et ortogonalt system pa intervallet [—, 7]:

s T
/ eMremz dy :/ e dy =
—1Tr —Tr

/7r giln—m)z g _ 2r forn=m A
0 forn#m

—Tr

Eksempel 2.8. Funksjonene

1 .
—e" nel
2m
er et ortonormalt system pa intervallet [—m, 7). A

Dersom f og g er reelle, blir f = f og g = g, slik
at indreproduktet kan skrives

/abfgdx.

Reelle funksjoner kan ogsa danne ortogonale syste-
mer.

Eksempel 2.9. La m,n > 1. Siden

g m forn=m
cosnx cos mx; dr =
0 forn#m

—T

0 forn#m

—T

T . m formn=m
sinnz sinmz; dr =

og

™
/ cosnxsinmx;dr =0

—T

utgjer {sinnx,cosmaz} ogsa et ortogonalt system pa
[—7, 7). Det er ikke sa vanskelig a se at disse er orto-
gonale. Vi beviser det for cosinusfunksjonene. Fgrst
skriver vi om litt:

™
/ cosnx cos mx; dr =

—T

1 s
3 / cos(n + m)x + cos(n — m)zx dx

—T

Det siste integralet er lett & beregne. Det forsvinner
for alle verdier av m og n, unntatt nar m = n, for da

er Lo i
5/ cos(nfm)xdm:/ dx =,

slik at
/7r m forn=m
cos nx cos mx; dr =
0 forn#m

—T
De to andre formlene bevises pa samme mate. A

Eksempel 2.10. Legendrepolynomene er en familie
av polynomer gitt ved rekursjonen

Py=1
P1 =x
(n+1)Ps1(z) = 2n+ 1)zP,(x) — nPy_1(z).

og er et ortogonalt system pa intervallet [—1,1]. De
forste fem polynomene er:

Ph=1
P1:£L'
P. —1(3 21)
275 €L
1
P3:§(5a:3—3a:)
1

Py=g (352 — 3022 4 3)
Vi skal ikke ha bruk for legendrepolynomene i det-
te kapitlet, men vi skal mgte dem igjen i kapit-
lene om interpolasjon og numerisk integrasjon. Le-
gendrepolynomene dukker opp i mange sammenhen-
ger, bade i matematikken og i andre fagfelt. Det kan-
skje mest kjente eksemplet utenfor matematikken, er
Schrgdingers likning for hydrogenatomet, der disse
dukker opp i familien av Igsninger. A

Dersom en funksjon kan skrives som en lineserkom-
binasjon av funksjoner i et ortogonalt system, er det
lett & utlede formler for koeffisientene i lineserkombi-
nasjonen.

Teorem 2.11. Dersom {¢,} er et ortonor-
malt system pa [a,b], og

N
f(:Z?) = Z Cn¢n(x)7
n=1

er

e = / ' fonta) da




Bewvis. Vi ganger f med ¢,,:

N
f(x)qsim = Z cn(bnqsima
n=1

integrerer

/ i =3 e, / o o,
. 2,

og bruker ortogonaliteten:

b
/ f(z)e™™® dz = ¢,p,. O

Koeffisientene ¢, kalles fourierkoeffisientene. De
har fglgende artige egenskap dersom vi begrenser oss

til funksjoner som tilfredsstiller fab [f(z)]? dz < oo.

Teorem 2.12. Dersom

N
f(],‘) = Z Cn¢n(x)7
n=1

er

N b
> fealt = [ 1@ do

\.

Bevis. Vi ganger na f med f:

fr= Z Z CnCmPnPm,

n=1m=1
integrerer
b N N b
[ Fae=3"%" et [ ondn do.
a n=1m=1 a

og bruker igjen ortogonaliteten:

b L N
/ f@)f(z) dx = Z CnCr- O

Dersom f ikke kan skrives som en lineserkombi-
nasjon av funksjonene ¢,,, kan vi projisere f ned i
rommet spent ut disse funksjonene. Lineserkombina-
sjonen med fourierkoeffisientene som vekter er den
beste approksimasjonen til f i rommet utspent av
¢n, sa lenge vi maler kvaliteten med funksjonsnor-
men definert ovenfor.

7

Teorem 2.13. Dersom
N
h(x) = Z Cn¢n(x)a
n=1

med

b
o= / ) ()
og

g($) = Z dn(bn(x)v
n=1

b b
/ (@) — h(@)]? d < / (@) - g(@) de

Bevis. Denne beregningen er litt harete, men du fin-
ner nok ut av det med penn og papir:

/ @) - g de =
/ @) do / ’ F @) @) d
-/ F@o(a) do + / " lo(a)? da =

b N N N
[ 1H@P do= Y e = >t + 3 i -
@ n=1 n=1 n=1
b N N
/ |f(z)|? dx—chQ—&—an—an.
a n=1 n=1

Det siste uttrykket er helt klart minimert dersom
man velger d,, = c,. O

Det neste teoremet kalles gjerne Bessels ulikhet,
ihvertfall dersom n — oco.

Teorem 2.14. Dersom
N
h(z) = cadn(@),
n=1

med

o= [ S0i do

er

N b
S Jenl? < / @) da
n=1 a

Bevis. Fra forrige bevis vet vi at

b b N
[ 5@ =@ do= [If@)P do- Y e

Siden \
/ (@) — h(@)? dz >0,

b N
/ [f(@)? dz > entn. O
a n=1

Merk til slutt at dersom vi har uendelig mange
funksjoner ¢,,, impliserer Bessels ulikhet at

o0
2
§ |cnl
n=1
er en konvergent rekke, og at lim,_,  |c,| = 0.

Fourierrekker

En generell fourierrekke er et uttrykk pa formen



En trigonometrisk rekke er en fourierrekke av trigono-
metriske funksjoner

0
§ Cnezna: )
n=-—o00

Merk at dette er en geometrisk rekke med multipli-
kasjonsfaktor e**. Fra na av skal alt handle om tri-
gonometriske rekker.

Definisjon. La f veaere en funksjon. Vi defi-
nerer f sin fourierrekke som

oo
E cneznac

n=-—oo

der
1 s
Cp = —

o f(z)e dx,

—T

og skriver

flx) ~ Z cne'™®.

n=—oo

Vi skal na stille oss spgrsmalet for hvilke f det er
rikig a skrive

flx) = Z Cne™®.

n=—oo

Ved forste gyekast kan man bli forledet til & tro at
kun harmoniske svingebevegelser kan skrives pa den-
ne maten, og det trodde de fleste matematikere helt
frem til 1800-tallet en gang. Det viser seg imidlertid
at nesten alle funksjoner mellom himmel og jord kan
skrives som trigonometriske rekker, bare man lgsner
litt pa konvergensbegrepet. Det har ikke vi mulighet
til & gjore ordentlig, men vi skal bevise et klassisk
konvergensteorem. Fgrst ma vi bare ha litt mer ma-
skineri.
Uttrykket

N
Sy = E cne’™”
n=—N

kalles den N-te partialsummen til fourierrekken

00
§ Cnezna: )

n=—oo

Uttrykket

kalles dirichletkjernen. Den er en reell funksjon, for
vi kan skrive

N N
Dy = Z et =1 +QZcosnx.
n=—N n=1

Under er et plot av dirichletkjernen for N = 10.
Vi kan ogsa lage en enda penere formel. Fgrst ut-
nytter vi at en trigonometrisk rekke er en geometrisk

20 -

rekke med faktor e’*, og skriver

1— ei(2N+l)w
1—ei®

N 2N
ezNw § eint — § einT —
n=—N n=0

Siden
—i(N+1/2)z
AT
e—iz/2

kan vi beregne

e~ (N+1/2)z

N
E einr
n=—N

N
e'LN:E 2 etna
n=—N

e—i(N+1/2)z | (i(N+1/2)2

e—iz/2

e—iz/2 _ ciz/2
sin (N + %) T

a1
S §SU

for x # 0. Siden Dy (0) = 2N + 1, og

sin(N—l—%)x_N—&-%
= 1

im — =2N +1,
z—0 sin 5% 3
kan vi skrive
sin(NJr%)a:
— 2 x#0
Dn($) — sin %w #

2N +1 z=0

Vi kan bruke dirichletkjernen til a skrive partialsum-
men til en fourierrekke som en konvolusjon:

N N ™
2t Z Cnein:r: _ Z f(y)efiny dy eine
n=—N n=-N"Y"T
T N
i) % e gy

- n=—N
= [ f(W)Dn(z—y)dy=f*Dy.
Det er ikke sa vanskelig demonstrere punktvis kon-

vergens for funksjoner som er litt mer enn bare kon-
tinuerlige.



Teorem 2.15. La f wvere en 2m-periodisk
funksjon, og la © vere et punkt slik at

|f(z —t) = f(z)] < M]t|

for allet € (—m,m). Da er

N —o0

N
lim Z cne'™ = f(z).
n=—N

\.

Bevis. Husk dirichletkjernen

N .
Da(w)= 3 e
n=—N

For det forste er det lett a se at

™ N ™
Dn(t)dt= Y / e dt = 2,
n=—N"Y"T

—T

og siden Dy er en 27-periodisk funksjon, kan vi like
gjerne skrive
™ ™

Dy(t) dt =

—T —T

D, (t — ) dt = 2m.

Pa grunn av denne likningen, kan vi, siden bade f og
Dy er 2w-periodiske, skrive

fa) = —

=5 i f(x)Dy,(t) dt.

—T

Siden bade f og Dy er 2m-periodiske, kan vi skrive

N 1 T
nr _ D _
n:Z_N Cne 5 /_Tr f@&)Dp(xz —1t) dt

- % /7; F(t — ) Dy (t) dt.

Alt dette kan vi sla sammen til

N .
f(ZL') o Z Cneznw _
n=—N

1 s

-

(f(t—=) = f(z)) Dy(t) dt.

Vi tar en titt pa funksjonen

flt—x) = f(x)
sint/2

g(t) =

Siden |f(t—z)— f(z)| < M]t|, er denne funksjonen er
begrenset pa [—m, w]. Den er ikke definert for ¢ =0,
men det gjor ikke noe, for vi skal bare integrere den.
Na& skriver vi

N
. 1 (7
flz) — _Z;N et = 5 7ﬂg(t) sin(N +1/2)t dt
_L (t)cost/2sin Nt dt
C2r _ﬂg
1 (" .
+ — g(t)sint/2cos Nt dt.

Bruker vi Eulers formel pa sin Nt og cos Nt ser vi at
de to siste integralene er satt sammen av fourierkoef-
fisientene til funksjonene g(t) sint/2 og g(t) cost/2 og
de komplekskonjugerte av disse. Fra Bessels ulikhet
vet vi at alle disse fire ma ga mot null nar N — oo,
og med andre ord ma bade

N .
nh_}IrOlo%/ﬂg(t)costﬂsmNt dt =0

og
.17 .
nl;rgo o ng(t) sint/2cos Nt dt =0
slik at
N .
ngnoo cne™ = f(x). O
n=—N

Kommentar. Det finnes noen bergmte eksempler
pa kontinuerlige funksjoner der fourierrekken ikke
konvergerer i alle punkter. Sa at f er kontinuerlig,
er ikke nok. Betingelsen

|f(z —t) = f(z)] < M[t|

for alle t € (—m,m), kalles gjerne Lipschitz-
kontinuitet, og er litt strengere enn vanlig kontinuitet.

Det gar an a vise et litt mer generelt teorem, men
det skal ikke vi gjgre, vi bare skriver det opp.

Teorem 2.16. La f vere en stykkvis kontinu-
erlig deriverbar funksjon pa [—m, x|, der den
venstre- og hoyrederiverte eksisterer i eventu-
elle bruddpunkter, og la

0
f ~ § : Cneznm'
n=-—o0

Huis f er kontinuerlig i punktet x, konvergerer
fourierrekken til f(x) i x. Dersom f ikke er
kontinuerlig © x, konvergerer fourierrekken til

o f—h)+ )
h—0+ 2 ’

I endepunktene konvergerer fourierrekken til

L f@= b+ f=m+h)
h—0+t 2 ’

Dersom f er kontinuerlig deriverbar, er

pa (—m,7), og dersom f er kontinuerlig deri-
verbar med periode 27, er

f(l‘): Z Cneinx

n=—oo

pa [—m, 7.




En haug med eksempler

I dette avsnittet skal jeg beregne en helt syk mengde
eksempler for dere.

Eksempel 2.17. Vi finner fourierrekken til

flx)=2 der z¢€ (—m,m).
Vi beregner
1 T
= — d = O7
o= 5 _Trx x
og
1 (" , 1 . _
C;n — g » xefznm de — _%(efznrr + elnﬂ')
-1 n+1
= ——cosnw = L
n in

Siden z er glatt pa intervallet (—m, ), blir fourier-
rekken

n#0
i (71)n+1 inx i( 1)n+1 —inx
= 6 —
n=1 in n=1 wmn
oo -1 n+1
=2 Z (=1) sin nx A
n=1

Fourierrekker pa reell form

Dersom f er reell, blir fourierrekken ogsa reell, som
illustrert i forrige eksempel. Vi kan fint sette opp fou-
rierrekken direkte med sinus- og cosinusfunksjoner:

oo
f~ag+ E an cosnx + b, sinnax,

n=1

for disse funksjonene utgjor ogsa et ortogonalt sys-
tem. koeffisientene blir

aozil f(z) dzx

1
by = —

™

1

T
an = — f(x) cosnz dx
—7

f(z)sinnz dz.

—T

Eksempel 2.18. Vi finner fourierrekken til

flx)y==z der =z € (—mm).

en gang til. Vi beregner

™

—T

1 [T 1 [™
apg = — zdr=0 an:f/ xcosnr dr =0
2 J_,

T 2
by, = f/ rsinnz dr = =(=1)"*!
- n
Merk at symmetri gir ag og a,,, mens b, ma beregnes.
Fourierrekken blir som kjent

e -1 n+1
szZLsinnx. A

n
n=1

Eksempel 2.19. Vi finner heavisidefunksjonen

>
u(x){l forx >0

0 forz<O.

sin reelle fourierrekke pa (—m, 7). Vi beregner

1 [ 1 (7 1
u(z) de = — de = =

a0 = - 2 0 2

2 ),

1 [ 1 [
an:f/ u(x)cosnxdwzf/ cosnz dx =0
0

T 7r
1 [ 1 ("

by, = 7/ u(zx) sinnz de = f/ sinnx dx
v - v 0

for n oddetall
for n partall.

2
o

Altsa kan vi skrive
1 2. 1
u(@) ~ §+};2n—1

Fourierrekken konvergerer til u pa intervallene
(=m,0) og (0,7), og til 1/2 iz = 0 og z = =+m.
Partialsummer er funksjoner pa formen

sin(2n — 1)z

1 2L 1
SN:§+;;2n_lsin(2n—l)x

Under er plot av partialsummer for n = 2, n =5 og
n = 100. Jeg har plottet pa intervallet [—2, 27] for &
illustrere hvordan fourierrekken oppfgrer seg utenfor
intervallet [—m, 7]. A

Formler for overgang mellom kompleks og
reell fourierrekke

Vi har sett i eksempler at dersom f er en reell funk-
sjon, blir fourierrekken ogsa reell, til tross for at de
trigonometriske eksponensialene er komplekse funk-
sjoner. Dette fglger av formelen for koeflisientene c,,.
Dersom f er reell, kan vi skrive

1 (7 ;
Cn = 5 /_Tr f(x)e ™" dx

1 g —
—g/_ﬂf(m)e dx
_i ﬂ'f()zmcd —c
% ) x)e r=7_,

Dette betyr at
€™+ c_pe”" = cpe’™ + cp et

blir en reell funksjon, og fglgelig er hele fourierrekken
reell.

Vi kan utlede formler for overgangen mellom fou-
rierrekker pa reell og kompleks form:

1 ™ . i T o
en+eon Py ( f(z)e ™™™ do + f(x)em® dm)
i -7

—T

L[ e a0

2 \J_,

1 s
— f(x) cosnzx dx = ay,
L
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1 ™ . ™ .
Cp—Cop = — < f@)e ™™ da — f(x)em® dx)
27(- T —T

([ o) )

—T

- f(x)sinnz de = —ib,
™

—T

Vi kan selvfglgelig ogsa snu om pa disse formlene, og
skrive

1
Cp = §(an — iby)
1
C_p = §(an +iby).

Fourierrekker pa andre intervaller

A utlede formler for fourierrekker pa andre intervaller
enn [—,m| er ikke vanskelig. For intervallet [—L, L]
skriver man

f(z)= Z cneT . (2.2)

eller

nmwx

oo
fwao—l—Zancos?—i—bnsin T

n=1

Koeffisientene er gitt ved

n

1 [ e
cnzﬁ[Lf(x)e  da,

og

1 (L
= — d
ao QL/,Lf(x) €z

1 [F nmwr
an—z/_Lf(x)cosT dx

1 L
bnsziLf(x)sin? dx

henholdsvis. Utledning er identisk med utledning pa
intervallet [—, 7]. P4 samme mate kan man sette opp
fourierrekker pa intervallet [a, b], men det dropper vi.

Eksempel 2.20. Vi beregner den komplekse fourier-
rekken til heavisidefunksjonen pa [—1, 1]. Koeffisien-
tene blir

nwax

1! :
cn:f/ fl@e L do
2 ).,
1

% for n=0
]_ NI
= 7/ e de=4{ -L forodden
2 0 nm .
0 for jevne n,
slik at
11 & 1 ;
o= L 2n—1)miz
u@) ~ gt 2 2n—-1)° '
n=—00
n#0
Merk nok en gang at
cne”mz +e_p,e VT =~ gin nmwax,
nw
slik at
11 & 1 :
o= L (2n—1)mwiz
u(z) 2 mi Z (2n—1)
n = —0o
n#0
1 2 1 .
:§+;;2nilsm(2n—l)7r:c. A

Odde og jevne funksjoner

Vi sier at en funksjon er odde dersom
f(=z) = —f(z)

og jevn dersom
f(=z) = f(=).

for alle z i definisjonsmengden til f. Grafen til en
odde funksjon blir identisk dersom du dreier den 7
radianer om origo, mens grafen til en jevn funksjon
blir identisk dersom du speiler den om y-aksen. En
rask kikk pa figur overbeviser oss om at

/_LLf(ac)deO

for odde funksjoner, og

/LLf(ar)da,’Z/OLf(:r)da:

for jevne funksjoner.



f(x) | f(x) x

f(-x)

Jevn Odde

Eksempel 2.21. Man kan vise at produktet av to
jevne eller to odde funksjoner blir en jevn funksjon,
og at produktet av en jevn og en odde funksjon blir
en odde funksjon. La f vaere odde og g vaere jevn.
Siden f(—xz) = —f(z), og g(—z) = g(z), far vi

f(=2)g(=2) = = f(2)g(2),

altsa er fg en odde funksjon. De andre tilfellene be-
vises pa samme mate. A

Eksempel 2.22. Merk at u— % er en odde funksjon.

Denne strukturen kommer til syne i fourierrekken til
u. A

Merk at dersom f er odde, er a, = 0 for alle n,
mens dersom f er jevn, er b, = 0 for alle n. Fourier-
rekken til en odde funksjon inneholder fglgelig kun
sinusfunksjoner, mens fourierrekken til jevne funk-
sjoner inneholder kun cosinusfunksjoner.

Odde og jevne utvidelser

Dersom en funksjon f har definisjonsmengde (0, L),
kan vi definere den odde utvidelsen

I = f(z) for x = (0, L)
¢ —f(=z) forz=(-L,0)

og den jevne utvidelsen

= f(x)  forx=(0,L)
! f(=z) for x=(-L,0).

Siden bade f, og f; er identiske med f pa (0,L),
vil fourierrekkene deres konvergere til f(z) pa (0, L).
Man kan saledes velge mellom sinus eller cosinus nar
man skal fourierutvikle f pa (0, L). Disse kalles hen-
holdsvis sinus- og cosinusrekkene til f pa (0,L).

Vi ser pa fourierutviklingen til f,. For den har vi
at a, = 0 for alle n, og at

1 (L
by, = E/—L fo(x)sin$ dx
9 L
= E/o f(z)sin L?Ir/x dx.
For fourierutviklingen til f;, har vi tilsvarende at

1 L
ap = Z[ij(x)cos$ dz

2 L
Z./o f(x) COS? dx

samt

1 [t I
aozﬁ/_ij(x) dmzz/o f(z) dx.

Eksempel 2.23. Vi beregner cosinusrekken til
f(z) = z pa (0, 7). Koeffisientene blir

1 us
aozf/ rdx=m/2
0

T
og
2 (7 =% for odde n
anp = — rcosnx dr =4 ™ )
T Jo 0 for for jevne n.
slik at

T4 1
x:§—;;mcos(2n—l)x

pa intervallet (0, 7). Under er et plot af f(z) = x og
cosinusrekken pa et litt stgrre intervall enn [0, 71]. A
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Parsevals identitet

7~

Teorem 2.24. Anta integralet

/_LL f2(z) do

eksisterer, og at

flx) = Z cne T

n=—oo

Da gjelder Parsevals identitet:

o0

L
i/ Peyde= 3 Jeal?

n=—oo

100
=a3+52ai+bi

n=1

Bewvis. Denne er lettest a bevise om man starter pa
kompleks form

o0

fl@) = Z cne T

n—=—oo




Vi ganger denne likheten med seg selv

[ee] (oo}
jnma jmne
g cpe' L E Ccme' L

n=-—oo m=—oo

f*(x)

o0

oo
Z-nﬂ'm 7"7’!7747\'1’
= E cpe' L E C_me' ™ L

n=—oo m=—0o0

[e )

o0
i (n—m)max
g E CpCme' L

nN=—oo0 m=—0o0

og integrerer

oo

L ] L oo
[Lf(x)xfz chc,/e x

Nn=—00 M=—00 -

=2L Z CnC_n

=2L Z CcnCn = 2L Z |cn|2.
Likningen
1/Lf2(x)dx:ag+1ia2+b2
L I 2 — n n
vises pa samme mate. O

Noen artige anvendelser

Her er en samling eksempler som ofte dukker opp pa
eksamen i M4.

Eksempel 2.25. Vi kan bruke fourierrekken til
heavisidefunksjonen til & finne summen til rekken

(=D"

2n —1

11+1 1+
3 5 7

Mg

n=1

Siden

1 2. 1
~o DS in(2n — 1
u(x) 2+7"n=1 2n—1sm( n—1)x

og u er glatt i © = 7/2, ser vi at

200
+;Z

n=1

aEe

sin(2n - 1)%

N =

= u(n/2) =

w\»—‘
=Hl\3

Dette betyr at
oo
—1)" 1
Z( ) :(1_)”:”. A
Zaom—1 2)2 " 4

Eksempel 2.26. Vi kan bruke Parsevals identitet til
a finne summen til den kjente og kjeere rekken

1 1 >~ 1
1+ -+ 4. = —.
+titg T ; —
Siden
e (_1)n+1

T~ 2 E ————sinnz,
n

gir Parsevals identitet at
o2 1 [T, . =1
T I DA I
- n=1 n=1
eller
- L
=2w A
ot n?
Epilog

Du husker kanskje projeksjon fra M3. Vi gjengir et
avsnitt. Denne epilogen er ikke essensiell lesning der-
som du bare gnsker a komme deg gjennom eksamen,
men viktig hvis du gnsker a sette fourieranalysen i
sammenheng med ting du har leert tidligere.

Hvis vi har en ortogonal basis for et rom,
er det veldig lett a finne en vektors kompo-
nenter i rommet. La oss si at vi gnsker a
finne vektoren v sine komponenter i basisen
up, uo,---u,. Komponentene til v er gitt ved
likningen

vV =xz1uy + 29Uy + ...xu, = Ux

Hvis vi ganger begge sider av denne likningen
med U, far vi

U*v =U"Ux,

og siden kolonnene til U er ortogonale, blir
den kvadratiske matrisen U*U diagonal:

ujug 0 0 0

0 ujus 0 0

UU = 0 0 ujus ... 0
0 0 0 ..ouwruy,

Fglgelig er lgsningen av systemet U*v =
U*Ux enkel a skrive opp.

Teorem 2.27. La uy, uy, ...,u, vere en or-
togonal basis for V., og lav € V. I sa fall kan

v skrives
* * *
ulv uv utv
1 2 n
vV=——u + u + ...+ 2—"u,
uiuy ujuy uiu,

Vi kan ogsa projisere en vektor ned i et rom
der den ikke hgrer hjemme. Projeksjonen mi-
nimerer avstanden fra rommet til vektoren.

Teorem 2.28. La ui, us, ...,u, vere en or-
togonal basis for V, og la v ¢ V. Punktet

,  ujv u;v w) vy,
V=—F—u+—u+t+. + . u,
ujuy usus uiu,

er det punktet i V. som har kortest avstand til
v
v — /|| = min [|v — w]
weV

Disse to teoremene beviste vi for ortogonale sys-
temer i dette kapitlet. Fourieranalyse spinner videre



pa dette, og setter opp de samme teoremene, bare i
uendelig mange dimensjoner. Vi definerer indrepro-
duktet

s

fgdz,

—T

lager oss en ortogonal mengde,
einm newz

og prover a skrive funksjoner som

f(l‘)z Z cneinx

n=—oo

der
1 iy
Cp = —

5 f(x)e dx.

Uttrykket
o0
Z ¢ einw
n
n=-—oo
kan betraktes som projeksjonen av f ned i det uende-

ligdimensjonale rommet utspent av funksjonene "%,

og koeflisienten

1

— i f(x)e ™ dx

2 J_ .

er f sin komponent langs vektoren ¢*. Beregningen

/Tr TG o 27 forn=m
- 0 forn#m
ville vi i M3 skrevet

u, = 2w,

og

s
ur v = f(x)e ™" dx,
-7

og sa satt sammen alt ved

ujv usv
V=——u +
uju;

o0

— § Cneznx

n—=—oo

" uQ+...
2 U2

Det kan ogsa nevnes at Parsevals teorem er en uen-
deligdimensjonal variant av Pytagoras’ teorem, som
du laerte allerede pa ungdomsskolen.

Med dette i bakhuet, er det naturlig a spgrre seg
hva slags vektorrom funksjonene e™® er basis for.
Dette er et komplisert spgrsmal, og ble ikke ordentlig
besvart fgr tidlig pa 1900-tallet. Rommet heter L2, og
vi skal snakke litt lgst om ingrediensene i konstruk-
sjonen.

For a fa et meningsfylt svar, ma man for det forste
ga over til & betrakte ekvivalensklasser av funksjoner,
heller enn funksjoner. Grunnen er at funksjoner som
kun er forskjellige i enkelte punkter her og der, vil
ha den samme fourierrekken, og dette kan vi ikke
ha noe av, for et element i rommet bgr helst kunne
representeres pa en entydig mate i basisen {e"*}.

10

For det andre ma man justere litt pa konvergens-
begrepet. Hva vil det si at rekken

oo
E Cne'LTll’

n=—oo

konvergerer til f?7 Punktvis konvergens, altsa at fou-
rierrekken konvergerer til f for hver x, er greit hvis
man skal bevise noe i et grunnleggende kurs i fourier-
analyse, men om man lgsner litt pa konvergensbegre-
pet, vil man se at det finnes en mye stgrre klasse av
funksjoner kan representeres ved sin fourierrekke. Vi
beviser heller at

| (f(r) )

2
cn6"””> dr — 0 nar N — oo.
n=—N

som kalles L?-konvergens. Denne konvergensen sier i
prinsippet at arealet mellom f og partialsummen skal
ga mot null nar partialsummen gar mot fourierrekken
til f.

Nar alt dette er sagt og gjort, ekvivalensklasser
av funksjoner er definert, og L?-konvergens er tatt i
bruk, kan man vise at L? bestdr, litt forenklet, av alle
funksjoner som tilfredsstiller

7Tf?dx:/7T |f? dz < oo.

—T

Legendrepolynomene er en ortogonal basis for
L?[-1,1].

Joseph Fourier oppfant fourierrekker da han
provde a lgse varmelikningen tidlig pa 1800-tallet.
Ideene hans ble i noen grad avskrevet av samtidi-
ge matematikere, for bevisene hans holdt ikke alltid
vann. Men eksemplene han oppdrev pa at en diskon-
tinuerlig funksjon kan skrives som en uendelig rekke
av glatte funksjoner, var banebrytende, og stimuler-
te andre matematikere til & utvikle nytt maskineri
for a rydde opp i disse konvergensspgrsmalene, som
Fourier bare gjettet tildels riktig pa.

Andre artige opplysninger om Joseph Fourier, er at
at han ble satt i fengsel under den franske revolusjon,
dro til Egypt med Napoleon Bonaparte, og regnes
som fgrste som oppdaget drivhuseffekten.



