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Oppgaven tar for seg Korteweg-de Vries likningen,

iu-i—(i)gu-i-f}iuz_o 0.1)
ot dx ox '

som beskriver vannbelger nér forholdet mellom belgelengden og vanndybden er stor [1].

1 DERIVERBARHETEN TIL LOSNINGEN

Vi skal forst vise at hvis u er to ganger deriverbar, s& er den ogsa uendelig ganger deriverbar.
Gér man utifra en belge med konstant form og hastighet, kan likningen reduseres til en or-
dineer differensiallikning ved & sette X = x — ct der c er belgehastigheten. Den nye likningen
blir

—cau+(a)3u+3au2—0 (1.1)
ox  \oX ox ‘
Ved a integrere blir likningen

—cu+ uXX+3u2 =, (1.2)

der c; er integreringskonstanten. Nar X — +oo, gér u — 0 og uxx — 0. Damaé c; =0 og vi far

uxxzcu—?)uz. (1.3)

Hvis u er to ganger deriverbar, mé ogsa cu — 3u? = uxy vere det. Vi ma da sjekke om dette
stemmer generelt for



hvor n er et heltall storre eller lik 0. Hvis dette gjelder for n, mé det ogsa gjelder for n — n+ 1.

L @n+d) @n+2) _ 3(;,2n+2)y2 (1.5)

=cu

Hoyresiden av likhetstegnene er gitt som deriverbar, og dermed ma ogsa venstresiden vere
det. Konklusjonen er dermed at losningen u er uendelig ganger deriverbar gitt at den er to
ganger deriverbar.

2 PERTURBASJONSTEORI

Vi skal né se pd om ligningen (1.3) kan approksimeres med perturbasjoner bade for peri-
odiske og ikke-periodiske lgsninger.

2.1 JEVN, 27m-PERIODISKE LOSNINGER

Vi kan utvikle bade belgehastigheten ¢ og lesingen u ved bruk av perturbasjonsteori. € er
en liten parameter 0 < € < 1 som brukes i en rekkeutvikling av bade c og u. Vi starter med
u(X) = up(X) + u1(X)e og ¢ = ¢y + cy €. Ligning (1.3) blir da
Uy T ULy € =Collp + CoUIE + C1UYE + (1 u182 —3u§ —6ugu € — 3u1€2. (2.1)
Ved & la € — 0 ender vi bare opp med ligning (1.3). Vi er interessert i sma lesninger til (1.3).
Derfor bruker vi uttrykk (1.3) med 1y = 0.
Uiy, = ColU1 +CLUIE —3UIE (2.2)

Salar vi € — 0, og uttrykket blir

Ulyy = ColUr. (2.3)

Periodiske lgsninger til u; er pd formen

u; =Asin(y/—cyX) + Bcos(yv/—cp X). (2.4)

Vi er bare interessert i jevne, 2r-periodiske losninger og setter derfor A= 0, B=1 og ¢y =
—1. Dette gir u; = cos(X). Hadde vi derimot valgt en positiv ¢y, hadde lgsningen blitt ikke-
periodisk.

Videre er andreordens pertubasjon u(X) = uy(X)+uy (X)e+uy (X)€e? ogc=cp+cie+ co€2. Der
up =0, co = —1 0g u; = cos(X). Ligning (1.3) blir da

—cos(X)e+ MZXXEZ =—cos(X)e— u2£2 +0 cos(X)zs2 +0 u2£3 (2.5)
+Co cos(X)e3 +C u2£4 - 3COS(X)2£2 —6co0s(X) u2£3 - 3u§£4.

Hvis vi deler (2.5) pa €2 oglar € — 0 far vi



Up,, = — Uz + ¢1 cos(X) —3cos(X)% (2.6)

Som gir lgsningen

1 1 3
U = Echsin(X) + a; sin(X) + ay cos(X) + 5 cos(2X) — 5 2.7

Enkel, jevn, 27 periodisk lesning far vi ved a sette ¢c; =0, a; =0 og a, = 0.

L os@x) =3 2.8)
Up == -= .
270 2

2.2 IKKE-PERIODISKE LOSNINGER
Den generelle ikke-periodiske lgsningen [1] til (1.3) er

c

(2.9

Ved & sette inn for ¢ = ¢y + c1€ + c2e? + O(e%) bor vi kunne asymptotisk utvikle oss fram til
u(X) = up(X) + uy (X)& + up(X)e? + O(e%) for ikke-periodiske losninger. Ved & gjore dette far vi

c

1 sinh (/¢ X) X ¢
- +
2 cosh? (4X)

2cosh? (‘/T%X) 4,/¢y cosh? (@)

= (C() +cCcie+ C2£2 + O(ES)) .

(2.10)

2
G

2
sinh(,/coX)X(%—82?)+cosh(,/coX)X2% sinh? (/g5 X) X2¢2
+
4cosh? (@) 8¢o cosh® (@)

e+ 0(83) )

Det forste leddet blir altsa c
0

) 2cosh? (@) ,

som er den generelle ikke-periodiske lgsningen til (0.1) med ¢ = ¢q. Hvis vi velger & bare se pa
smd bolgelosninger, setter vi ¢y = 0. Da far vi

U (2.11)

c 1 1 1
= Ccet|zo- X |24 0(eY). (2.12)
2cosh?(4Ex) 2 2" 8

Dette viser at det er mulig & rekkeutvikle belgehastigheten c og lesningen « i en liten param-
eter for & finne smé bolger for badde periodiske og ikke-periodiske l@sninger.



3 MONOTONE BOLGELOSNINGER

Oppgaven na er 4 vise at i én minimal periode, er de sma bolgelosningene strengt monotone
fra sin ene bglgedal til sin ene belgetopp. Den 27-periodiske lesningen for (1.3) er
u(X) = cos(X)e + O(e?), (3.1)

som gir den deriverte

u' (X) = —sin(X)e + O(e?). (3.2)

Vi fortsetter med & anta at O(e2) er i C2, altsa at den deriverte og andrederiverte eksisterer og
er kjent.

Forst ser vi pa intervallet X € [-7+6, —0] for 0 < § < 1. Per definisjon tilsvarer f'(¢) = 0" =
| f| < Ble¥| for en stor nok konstant B. Derfor vil folgende ulikhet gjelde

/ . 2 2 ms ms
U (X) = £(=sin(X) + O()) = mge + O(e?) = mge — Be® = B (? - e) = le. (3.3)

Der mg = min(-sin(X)) > 0, og vi har valgt B slik at € < %. Vi ser dermed ogsa at utregningen
er uavhengig av uy (x).

Sa ma vi se pd intervallene X € [, —7 + 8] og X € [-0,0]. Siden vi krever at de 2r-periodiske
lgsningene skal vaere jevne, sé vil u'(x) = 0 for x = kx der k € Z. Dermed vil bolgelasningene
veere strengt monotone fra sin ene belgedal til sin ene belgetopp hvis u” (X) < 0 der X € [-6,0]
ogu'"(X)>0der X € [-m,—7 +65].

u"(X) = —cos(X)e + O(e%) (3.4)

Iintervallet X € [, —m + 3] gjelder

" 2 k5
u (X)=¢e(—cos(X)+0(g)) = kse + O(e”) = ?e > 0. (3.5)

Der ks = min(—cos(X)) > 0 og samme argumentasjon som i (3.3) gjelder. I intervallet X €
[—0,0] gjelder derfor ogsa

u"(X) =e(-cos(X) + O(g)) < %s <0, (3.6)

der bs = max(— cos(X)) < 0. Dermed far vi resultatet vi skulle vise.
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