@NTNU

Kunnskap for ei betre verd

Oppsummering

Torstein Fjeldstad
Institutt for matematiske fag, NTNU
08.04.2019




| dag

— Andre statistikk-kurs
— Oversikt over pensum



Naturlege neste kurs i statistikk

1. TM4265 Stokastisk modellering (H2019)

e sannsynsrekning
e rekne pa prosesser som utviklar seg i tid

2. TMA4255 Anvendt statistikk (V2020)

o statistisk inferens
e multippel linezer regresjon, forsgksplanlegging

3. TMA4267 Lineaere statistiske modeller (V2020)
e Som TMA4255, men noko meir matematisk

4. TMA4268 Statistisk lzering (V2020)
e Regresjon, ikkje-linearitet, klassifikasjon
e Fokus pa programmering i R



DEL 1: Sannsynsrekning



Sannsyn

Stokastisk forsgk : eit eksperiment der resultatet er underlagt

o
tilfeldigheter,

Utfallsrom S : mengda av moglege resultat i eit stokastisk forsgk.
Utfall x : eit element i utfallsrommet S.

Ein sannsynsmal pa eit utfallsrom S er ein reell funksjon definert pa
hendingane i S slik at:

— 0< P(A)<1foralle AcCS.
— P(S) =1

— Dersom Aq, Ay, ... er parvis disjunkte (dvs. A; N A; = () for alle

i #j),saer
P (U A,-) => P(A).
i=1 i=1



Reknereglar for sannsyn ® ‘

Additiv regel: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B)
Komplementeersetninga: P(A) =1 — P(A°)

Betinga sannsyn: P(A|B) = Pf,"(‘gf)

Multiplikasjonssetninga: P(AN B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A)
Uavhengighet: A, B uavhengige < P(A|B) = P(A)

P(A B) = P(A)P(B)
Bayes regel: P(A|B) = P(A)P(BIA)

P(B)
Lova om total sannsyn: By, Bo, ..., B, partisjon av S

- zn: P(Bin A) = EH: P(A|B))P(B)
i=1

i=1



Stokastiske variabel og sannsynsfordeling ® ‘

Ein stokastisk variabeler ein reell funksjon, X, definert pa eit
utfallsrom.

Eigenskapar til X:
— Hx punktsannsyn diskret
sannsynstettleik kontinuerleg

— F(x) = P(X < x) same tolkning for bae diskret og kontinuerleg
tilfelle



Forventningsverdi og varians ® ‘

— Forventningsverdi (tolkning: gjennomsnitt av uendeleg mange
realisasjonar)

E(g(X) — {Zx g(x)f (x) diskret
[ g(x)f(x)dx kontinuerleg
E(aX+bY +c¢) = aE(X) +bE(Y)+c
— Varians (tolkning: maler spredning/variasjon)
Var(X) = E((X — E(X)?) = E(X?) — (E(X))?
Var(aX + b) = & Var(X)
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y)
— Kovarians (tolkning: kan tolke forteiknet)
Cov(X,Y)=E((X - E(X))(Y —E(Y)))
X, Y uavhengige = Cov(X,Y) =0



Linezrkombinasjoner
LaY =%7 0;X; + b Daer
n
E(Y) =3 aE(X;)+b,
=1
n n i—1

Var(Y) =% Zn: a;Cov(X;, X;) = Zn: afVar(X;) +23 ° Y " aia;Cov( X, Xj).

i=1 j=1 i=1 i=2 j=1



Kombinatorikk
n!l = 1-2--.ner antall mater a permutere (ordne) n elementer.
WP = (ni;!r}!=n-(n—1]---(n—r+1}era.nta]lordnade1ﬂvalgnirrelementer
velges blant n uten tilbakelegging.
(f} r!(+ir)!="r—?=ncreramﬂikke—ordnadeutvdgnirrelemmmm$
blant n uten tilbakelegging .
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Viktig diskrete fordelingar ® ‘

Binomisk fordeling: Trekning fra urne med tilbakelegging
— nuavhengige forsgk
— suksess eller fiasko i kvart forsgk med konstant
sannsyn for suksess p
— X er talet pa suksessar
Multinomisk fordeling: Som binomisk, men k mogleg utfall i kvart
forsgk
Hypergeometrisk fordeling: Trekning fra urne utan tilbakelegging
— N kuler totalt, k raude og N — k gule. X er talet pa
raude du trekk
Negativ binomisk fordeling: same situasjon som for binomisk, men
trekk inntil kK suksessar (k = 1 gir geometrisk fordeling).
X er talet pa trekningar
Poissonfordeling: X er talet pa hendingar pa intervallet [0, {] i ein
poissonprosess
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1 Noen diskrete sannsynlighetsfordelinger
Binomisk fordeling

Flz) =blz:n,p) = (R)p*(1-p)" %, z=01,...,n
E(X)=np, Var(X)=mnp(l—p), Mx(t)=(pe'+1—pJ"

Poissonfordeling

1) = plzsa) = Ge . =012

E(X)=p, Var(X)=p., My(t)=el=0

Hypergeometrisk fordeling

(3)
Flz) = hiz; Nyn k) =

nk n k

E(X) =57, VarX) =1 ne - (1-5)

My (t) har ikke et pent uttrykk.
Geometrisk fordeling

fm)=g(mp) =p(l—pf"", z=12....

Em:;ﬁ- Vﬁ”ﬂZ%- Mx(t) = (1 T et < (i =)
Negativ-binomisk fordeling

f@) = mkp) = (FT DR —pF, 2=k k41,

_k _1-p B pet !
E{X)f;‘ Var(X) =k 7 M"m’(il,(l,p]gx) fort < —In(1—p).

k=lgir fordeling.
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Binomisk fordeling

P(X <1z)
P
n oz 05 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80 90
20 902 810 722 640 562 490 360 250 160 090 040 010
1 998 990 978 960 938 910 840 750 640 510 360 .190
30 857 729 614 512 42 343 216 125 064 027 008 001
1 993 972 939 896 844 784 648 500 352 216 104 028
2[1000 999 997 992 984 973 936 875 784 657 488 271
4 0 815 656 522 410 316 240 130 062 026 008 002 000
1 986 948 890 819 738 652 475 313 179 084 027 004
2| 1.000 996 988 973 949 916 821 688 525 348 181 052
31000 1000 999 998 996 992 974 938 870 760 590 344
50 774 590 444 328 237 168 078 031 010 002 000 000
1 977 919 835 737 633 528 337 187 087 031 007 000
2 999 991 973 942 896 837 683 500 317 163 058 009
31000 1000 998 993 984 969 913 813 663 472 263 081
4{1000 1000 1000 1000 999 998 990 969 922 832 672 410
6 0 135 531 3717 262 178 118 047 016 004 001 000 000
1 967 886 776 655 534 420 233 109 041 011 002 000
2 998 984 953 901 831 744 544 344 179 070 017 001
3[1000 999 994 983 962 930 821 656 456 256 099 016
41000 1000 1000 998 995 989 959 891 767 580 345 114
5(1000 1000 1000 1000 1000 999 996 984 953 882 738 469
70 698 478 321 210 133 082 028 008 002 000 000 000
1 956 850 ni 51 45 329 159 063 019 004 000 000
2 996 974 926 852 756 647 420 227 096 029 005 000
3[1000 997 988 967 929 874 710 500 290 126 033 003
41000 1000 999 995 987 971 904 773 580 353 148 026
5(1000 1000 1000 1000 999 996 981 938 841 671 423 150
61000 1000 1000 1000 1000 1000 998 992 972 918 790 522
8 0 663 430 272 168 100 058 017 004 001 000 000 000
1 943 813 657 503 367 255 106 035 009 001 000 000
2 994 962 895 797 679 552 315 145 050 011 001 000
3| 1.000 995 979 944 886 806 594 363 .174 058 010 000
4[1000 1000 997 990 973 942 826 637 406 194 056 005
51000 1000 1000 999 996 989 950 855 685 448 203 038
6(1000 1000 1000 1000 1000 999 991 965 894 745 497 187
71000 1000 1000 1000 1000 1000 999 996 983 942 832 570
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Viktige kontinuerlege fordelingar ® ‘

Normalfordeling: X ~ n(x; u, o)
— lineserkombinasjon av uavhengige normalfordelte
stokastiske variabler er normalfordelt
— X~n(x;po)e Z= % ~n(z;0,1)
Eksponensialfordeling: X tid til farste hending/tid mellom
etterfaglgande hendingar i ein poissonprosess
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2 Noen kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

Normalfordeling (Gaussfordeling)

1 (e — 2
fz) = otz e) = Vare P (_E{T gﬂ’u] ) , —Do<r< oo
E(X)=p, Va(X)=o?, Mx(t)=e" "
T—Fj

Flz)=P(X < z)=d( .

Eksponentialfordeling
flz) = %E“""r'a , =0

1
fort < —.

E(X)= 8, Var(X)— 5, .?fo(tjl=1_1& :

EKommentar: Ofte vanlig & bruke parameteren A = 1/5.
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Standard normalfordeling
B(z)=P(Z <z)

02 04 05 06 07 08

0001 0001 .0001 .0001 .0001 .0001
0001 0001 .0001 .0001 .0001 0001
0002 0002 .0002 .0002 .0002 .0002
0003 0003 .0003 .0003 .0003 .0003
0005 0004 0004 0004 0004 0004
0006 0006 .0006 0006 .0005 .0005
0009 0008 .0008 .0008 .0008 .0007
0013 0012 0011 0011 .0011 .0010
0018 0016 0016 0015 0015 0014
0024 0023 0022 0021 0021 .0020
0033 0031 0030 0029 0028 0027
0044 0041 0040 0039 0038 0037
0059 0055 0054 0052 0051 0049
0078 0073 0071 0069 0068 0066
0102 0096 0094 0091 0089 0087
0132 0125 0122 0119 0116 0113
0170 0162 0158 0154 0150 0146
0217 0207 0202 0197 0192 0188
0274 0262 0256 0250 0244 0239
0344 0329 0322 0314 0307 0301
0427 0384 0375
0526 0475 0465
0643 0582 0571
0778 0708 0694
0934 0853 0838
JA112 1020 1003
1314 1210 1190
1539 1423 1401
1788 1660 1635
2061 1922 1894
2358 2206 2177
2676 2514 2483
3015 2843 2810
3372 3192 3156
3745 3557 3520
4129 3936 3897
4522 4325 4286
4920 4721 4681
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Kritiske verdier i standard normalfordelingen

P(Z >z) =«

Za
0.842
1.036
1.282
075 | 1.440

05 | 1.645

04| 1.751

03 |1.881

025 1.960
022054
012326

005 | 2.576
001 | 3.090
0005 |3.291
0001 | 3.719
00005 | 3.891
00001 | 4.265
000005 | 4417
000001 | 4.753

Lo
— bR
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Transformasjon av stokastiske variablar

Situasjon: X ~ f(x)
Mal: finne fordelinga til Y = u(X) (merk: X = w(Y))

[ Hw(y)) diskret
9ly) = {f(w(y))lw’(}/)| kontinuerleg
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Nokre samanhenger mellom fordelingar ® ‘

— Hypergeometrisk ~ binomisk dersom N er stor i forhold til k
— Binomisk = poisson viss n stor og p liten
— Binomisk ~ normal viss n stor

19



Ordningsvariablar
o

Situasjon: Xi, Xz, ..., Xj tilfeldig utval med X; ~ f(x;)

Maksimum:
V = max(Xq, Xo,..., Xn)
Fy(v) = P(max(X1, Xo,...,Xn) < V)
n
=[] PXi < v) = (Fx(v))"
=1
Minimum:

U= min(X1,X2,...,Xn)
Fu(u) = (min(X1,X2, LX) < u)

—1—H[1— (X <u)]=1-(1-Fx(u)"

20



Momentgenererande funksjon

Definisjon: Mx(t) = E(e¥X)
Reknereglar:

— Max(t) = Mx(at)
— Mo, x(t) = aMx(t)
— Xy, X5, ..., X, uavhengige

My, 30 x,(1) = My, ()M (8) ... M (1)
Eigenskapar:
— MP(0) = E(X")
— Fordelinga til X og Y er like viss Mx(t) = My(t) for alle ¢
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DEL 2: Statistikk



Sentralgrenseteoremet ® ‘

Viss X er gjennomsnittet av eit tilfeldig utval av storleik n tatt fr& ein
populasjon med forventningsverdi 1 og varians o2 < oo Vil

X —p

a/vn

—n(z;0,1) nar n — oo.
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Estimator
o (

Situasjon: Xy, X, ..., Xj tilfeldig utval med X; ~ f(x;; 0)
Mal: ynskjer & ansla verdien til 6 (og seie noko om tilhgyrande uvisse)
Observator: funksjon av stokastiske variablar

Estimator: ein observator 8 som nyttes til & estimere verdien til den
ukjende parameteren 6
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Sannsynsmaksimering

Situasjon: X1, Xa, ..., Xj tilfeldig utval X; ~ f(x;; 6)
1. Definer rimelighetsfunksjonen

n

L(6) = [ ] f(x: 0)

i=1

2. Ofte er det enklare & sja pa log-rimelighetsfunksjonen
n
I(6) = Inf(x;;0)
i=1

3. Maksimer /(9) (ofte ved a derivere og setje lik null)

25



Eigenskapar til estimatorar ® ‘

— Ynskjer ein forventningsrett (eng: unbiased) estimator
E(9) =6

— For to forventningsrette estimatorar §1 , 52 vil me velge den med
lagast varians:

~

Var(6,) < Var(6) = velg 6

26



x2-fordeling (kjikvadratfordeling)
1

- P1g-s/2 —1,2
1) = g™ e 220, vo L2
1\ 1
E(X) =, Va(X) =2, Melt) = (7=) fort<g
Kommentar: Dersom X, ..., Xy er med ing p og varians.

o®harviat

i) 2 .
3B ery*fordelt med n frihetsgrader,

i-fordeling (Student i-fordeling)

2y, (w12
- M Y

E(X)=Ohvisr > 2, Var(X)= % bvisp > 3, My(t) eksisterer ikke.

Kommentar: Dersom Z er standard normalfordelt og V" er y*-fordelt med v frihetsgrader og Z
og V er uavhengige, har vi at

% er t-fordelt med v frihetsgrader.
70
Spesielt gir dette at dersom X, X, er ige og med ing p1 og

varians o” har vi at

X—p .
Sie crthordeltmed n — L betsgrader,

der &% = WL (X — X)
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Fordeling til lineerkombinasjoner

La Xy, ..., X, vere navhengige variabler.
Dersom X; er normalfordelt med forventming p; og varans o7 vil Y = 5o a; X; vEre
normalfordelt med forventning 377 | a;p; og vanans 57 | afo?.
Dersom X; er binomisk fordelt med parametre m; og pvil ¥ = 37 | X; vere binomisk
fordelt med parametre 3", m; og p.
Dersom X; er Poissonfordelt med parameter p; vil Y = 3 | X; vere Poissonfordelt med
parameter ¥ . | [i;.

Dersom X; er y*-fordelt med 1; fohetsgrader vil ¥ = 37 | X; vere y*-fordelt med
¥, v frihetsgrader.
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Konfidensintervall
o (

Situasjon: Xi, Xz, ..., X, tilfeldig utval X; ~ f(xi; H)A
Mal: ynskjer konfidensintervall [0, (X1, Xo, ..., Xn, 0u( X1, Xo, ..., Xn)]
slik at

29



Generell framgangsmate for konfidensintervall ® ‘

1.
2.

Estimator for 6, 4 (t.d. SME)

La Z = h(d,6) der h(.,-) er ein funksjon s.a. Z har ei kjend
fordeling.

. Har da

P(2i_aje < h(6,0) < Zy2) =1 -«

. Lays ulikskapane (mhp. 6) kvar for seg og finn eit uttrykk med @ i

midten

PO,(X1, Xo, ..., Xn) <0< 0u(X1, Xo, ..., Xn)) =1 -«

. Et (1 — a) - 100 % konfidensintervall for 6 er

[é\L(X‘I ’ X25 R Xn)7é\U(X‘|7X27 e 7Xn)
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Hypotesetesting

Ho riktig H1 riktig
Forkast Hp Type I-feil Ok
Ikkje forkast Hy Ok Type ll-feil

Ide: vi ma vere "sikre" far me pastar at Hy er rett. Me velg
signinifikansnivaet « liten og krev

P(Type I-feil) = P(Forkast Hy nar Hy er riktig) < «

B = P(Type ll-feil) = P(Ikkje forkast Hy nar Hy er riktig)
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Generell framgangsmate ® ‘

Situasjon: Xi, X, ..., Xj tilfeldig utval med X; ~ f(x;; 0).

1.

Ynskjer a teste:
a) HO:Q:QOmotH1:0>€0
b) Hy : 0 =0y mot H; : 6 < 6,
C) HO:H:GOmotH1:97£90
Estimator for 6; )

. La Z = h(8, 6,), der h(-,-) er ein funksjon s.a. Z har ei kjend

fordeling under Hy

. Bestem eit forkastningskriterium (antar Z stor nar ) stor)

a) Forkast Hy dersom Z > k
b) Forkast Hy dersom Z < k
c) Forkast Hy dersom Z < k; eller Z > k,

der k bestemmes fra kravet

P(Forkast Hyp nar Hy er riktig) < «

. Sett inn tal og konkluder
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p-verdi

Ein p-verdi er det lagaste signifikansnivaet « slik at observert verdi
for observatoren gjev at me skal forkaste Hy. Det vil seie, forkast Hy
dersom p-verdien er mindre enn «.

Teststyrke

Styrken til ein test er sannsynet for & forkaste Hy gitt at ein spesifikk
alternativ hypotese er sann.



Eksamen august 2016 oppgave 2

Oppgave 2

Harald vurderer hotellferie i Barcelona pa seinsumaren. Ein kan antake at prisen pa eit hotell-
rom kan beskrivast ved ei normalfordeling med forventning g Euro per natt og standardavvik
20 Euro. Ein kan og antake ein kronekurs pa 9.2 kroner per Euro.

Harald meiner forventa pris er 100 Euro, medan ein ven seier at det har vorte dyrare. Dei er
einige om at standardavviket er kjend og lik 20 Euro. Harald samler inn data for & undersekje
om forventa pris har vorte hogare enn 100 Euro. Han ringjer rundt pa staden og samlar inn
prisdata, xy,... .29, for 20 hotellrom. Han far at z = 120 Euro.

b) Formuler underspkinga som ein hypotesetest.
Nytt antakinga om normalfordelte data og tala ovanfor til & gjennomfore hypotesetesten
pa signifikansniva 0.05.
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Eksamen august 2016 oppgave 2

¢) Vi antek sa at sann forventning er lik 110 Euro.
Rekn ut teststyrken.

Kor mange data matte Harald ha samla inn for 4 fa ein teststyrke pa 0.957
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Eksamen august 2016 oppgave 2

¢) Vi antek sa at sann forventning er lik 110 Euro.
Rekn ut teststyrken.

Kor mange data matte Harald ha samla inn for a fa ein teststyrke pa 0.957

Teststyrke:
P(forkast Ho|H1 sann) = 1 — P(ikkje forkast Hy|H1 sann)
=1 — P(type Il feil)
=1-5
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Hy Value of Test Statistic H, Critical

Z— o M < Ho
o=t Z=a/\/ﬁ; o known w> o
b # po
_E—po < pHo
= v=n~—~1
B=po s/v/n’ ' >
o unknown e
o EE)d iz <
1 — 2 =dp Vol/m +o3/ng w—pg >do
ay and oy known =g #do
_ (&%) —d

spv/1/m +1/ma up—py <dp

v=mn1 +nz—2,

= =do g1 = g9 but unknown, :ﬂ: ;cdlz
g2 - L)+ (e —1)sh
& n +ng —2
po (EB1—Za)—do
\/81’/"1 +Sz’/1ﬂfz2 = pz <dy
m —pp =dp = (51/n1+32/"/2) p1 —po > dy
VT b — i 7 do
o1 # o2 and unknown
up =do . d—dy pup <dg
paired Sd/\/_' 1o > do
observations v=n-—1 bp #dy t < —tg/p Ort >tapn
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Linezer regresjon

Situasjon: observert (X1, y1), (X2, ¥2), - .., (Xn, ¥n)
Modell:

Yilxi ~ n(yi; a + Bx;, o)
Kan tilpasse a, 3,0
— Minste kvadraters metode (kun «;, )
— Sannsynsmaksimering
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La¥y,..., ¥, vere uavhengige variabler med samme varians o° og forventningsverdier
E¥)=a+fz, i=1,...,n

Minste kvadratsumsestimatorene for o og S er da

Toln-nY YLEm-nk-Y) . o

Yz —z)? Yl -2 '

enfmventnjngsretl&stimatmfor o er pitt ved

j=

I
5

Y; — & — fir;)?
1'12 *

=1

Dersom i tillegg ¥7, ..., Y, er normalfordelte vil

= Z{Y — & — fix)?

vzere y*-fordelt med n — 2 fuhetsgrader. Det kan ogs vises at (n — 2)5% /o er uavhengig av
og A.
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Prediksjon lineaer regresjon

Merk at det er skilnad pa falgande:
— Forventa respons sy,
— Ein ny observasjon Yy (gitt xg)
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