
TMA4320 – Vedlegg til eksamen
Brynjulf Owren

M1 Ikke-lineære ligningerIntervallhalveringsalgoritmen
f (x) = 0
Input: a0, b0, tol, f
k = 1while ( 12 )k(b0 − a0) > tol

mk = 12 (ak−1 + bk−1)if f (ak−1) · f (mk) < 0
bk = mk; ak = ak−1else if f (ak) · f (mk) > 0
bk = bk−1; ak = mkelsereturn(r = mk)end if

k += 1end whilereturn(mk)
Newton’s metode f (x) = 0

x(k+1) = x(k) − f (x(k)
f ′(x(k)

Fikspunktiterasjon x = g(x)
x(k+1) = g(x(k))

M2 InterpolasjonLagrangeinterpolasjon
Li(x) = ∏

j 6=i
x − xj
xi − xj

P(x) = ∑
i
yiLi(x)

Feilformel Lagrangeinterp av funksjon f (x)
e(x) = fn+1(ξ)(n + 1)! (x − x0) · · · (x − xn)

Dividerte differenser f (x)
f [xi] = f (xi),

f [xi · · ·xi+k] = f [xi+1 · · ·xi+k]− f [xi · · ·xi+k−1]
xi+k − xi

Newton’s form av interpolasjonspolynomet
P(x) = f [x0] + n∑

i=1 f [x0 · · ·xi] i−1∏
j=0 (x − xj )

Chebyshevpolynomer
Tk(x) = cos(k arccosx)Rekursjonsformel

Tk+1(x) = 2x Tk(x)− Tk−1(x)Nullpunkter i Tk
xj = cos(π2 2j − 1

k ), j = 1, . . . , k.
M3 Numerisk integrasjon

Sammensatte formler (h = b−a
n )Trapes∫ b

a
f (x)dx = h2 f (a) + h

n−1∑
k=1 f (a + kh) + h2 f (b) + En

En = − 112h2f ′′(ξ)(b − a), ξ ∈ (a, b)
Midtpunkt∫ b

a
f (x)dx = h

n∑
k=1 f

(
a + (k − 12 )h)+ En

En = 124h2f ′′(ξ)(b − a), ξ ∈ (a, b)
Simpson (2mh = b − a, yi = f (a + ih))∫ b

a
f (x)dx = h3

(
y0 + y2m + 4 m∑

i=1 y2i−1 + 2m−1∑
i=1 y2i

)+ E2m
E2m = − 1180h4f (4)(ξ)(b − a), ξ ∈ (a, b).
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Adaptivt kvadraturFeilestimat for trapesmetoden.
I = ∫ b

a
f (x)dx

Q[a,b]f = b − a2 (f (a) + f (b))
m = a + b2

I −Q[a,b]f ≈ 43 (Q[a,m] +Q[m,b] −Q[a,b])
M4 Lineær algebraSpesifikke vektornormer

‖x‖1 = n∑
i=1 |xi|

‖x‖2 = ( n∑
i=1 |xi|

2) 12

‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi|
Spesifikke matrisenormer

‖A‖1 = max1≤j≤n
n∑
i=1 |aij |

‖A‖2 = ρ(ATA) 12
‖A‖∞ = max1≤i≤n

n∑
j=1 |aij |

Choleskyfaktorisering, A = LLT

`ij = (aij − j−1∑
k=1 `ik`jk)/`jj , 1 ≤ j < i

`ii = (aii − i−1∑
k=1 `

2
ik

) 12

Iterative metoder for Ax = b

aiix(k+1)
i = bi −

∑
j 6=i aijx

(k)
j (Jacobi)

aiix(k+1)
i = bi −

∑
j<i

aijx(k+1)
j −

∑
j>i

aijx(k)
j

(Gauss-Seidel)
aiix(k+1)

i = ωbi − ω
∑
j<i

aijx(k+1)
j + (1− ω)aiix(k)

i

− ω
∑
j>i

aijx(k)
j (SOR)

M5 Num løsn difflignGenerelle Runge-Kutta metoder
ki = f (tn + cih, yn + h

∑
j
aijkj )

yn+1 = yn + h
∑
i
biki

Kuttas fjerde ordens metode
k1 = f (tn, yn)
k2 = f (tn + 12h, yn + 12hk1)
k3 = f (tn + 12h, yn + 12hk2)
k4 = f (tn + h, yn + hk3)

yn+1 = yn + h( 16k1 + 13k2 + 13k3 + 16k4)
Forbedret Eulers metode (eksplisitt trapes)

k1 = f (tn, yn)
k2 = f (tn + h, yn + hk1)

yn+1 = yn + h2 (k1 + k2)
Implisitte metoder
yn+1 = yn + hf (tn+1, yn+1) (Baklengs Euler)
yn+1 = yn + h2 (f (tn, yn) + f (tn+1, yn+1)) (Trapes)
yn+1 = yn + hf (tn + 12h, 12 (yn + yn+1)) (Midtpunkt)

Ordensbetingelser for Runge–Kutta metoder
p = 1 ∑

i bi = 1
p = 2 ∑

i bici = 12
p = 3 ∑

i bic2
i = 13∑

i,j biaijcj = 16
p = 4 ∑

i bic3
i = 14∑

i,j biciaijcj = 18∑
i,j biaijc2

j = 112∑
i,j,k biaijajkck = 124

Stabilitet av Runge–Kutta metoder.Testligning
y ′ = λy, λ ∈ CStabilitetsfunksjon: Rasjonal funksjon R(z) slik at
yn+1 = R(hλ)ynStabilitetsområde

SR = {z ∈ C : |R(z)| ≤ 1}
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