
❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

❜✉✐❧❞✐♥❣✳

❚❤r❡❡ ♣❛rts✿

• ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ② |① ,θ✿ ❊♥❝♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦❜s❡r✈❡❞

❞❛t❛✳

• ❚❤❡ ❧❛t❡♥t ♠♦❞❡❧ ① |θ✿ ❚❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❝❡ss✳

• ❍②♣❡r♣r✐♦rs ❢♦r θ✿ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

♣(① ,θ|②) ∝ ♣(② |① ,θ) ♣(① |θ) ♣(θ)❞θ

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ♣(①✐ |②) ❛♥❞

♣(θ❥ |②)✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

♣(①✐ |②) ∝

∫

①
−✐

∫

θ

♣(① ,θ|②)❞θ❞①−✐

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢

❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

• ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ▼❈▼❈✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦♥❣

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

• ❋❡✇ ❣❡♥❡r✐❝ t♦♦❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❖♣❡♥❇❯●❙✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❈▼❈ ❡①✐st✳

• ❙♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❇❛②❡s❳✱ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❈▼❈✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✭tr✐✈✐❛❧✮ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②

✭♠❛②❜❡ ✉♣ t♦ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡rr♦r✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞♦ ❡①❛❝t

✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

• ■♥t❡❣r❛t❡❞ ♥❡st❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭■◆▲❆✮ ❛r❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ▼❈▼❈ ✐♥ ❧❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

✭❘✉❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✾✱ ❏❘❙❙✲❇✮✳

• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥

♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✭●▼❘❋✮ ✭❘✉❡ ❛♥❞ ❍❡❧❞✱ ✷✵✵✺✮✳

▲❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

• ❆ss✉♠❡ ②✐ ✱ ✐ = ✶, . . . , ♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✳

• ▲❡t ❊(②✐ ) = µ✐ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ η✐ ✿ ❣(µ✐ ) = η✐ ✳

• ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t♦r η✐ ✐s t❤❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿

η✐ = α+

▲∑

❧=✶

❢ (❧)(✉❧✐ ) +

❑∑

❦=✶

β❦③❦✐ + ǫ✐

• ǫ✐ ✬s ❛r❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ t❡r♠s✳

• ❢ (❧) ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❧ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✉❧✐ ❢♦r

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐ ✳

• β❦ ✬s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡s ③❦✐ ✬s✳

• ❉❡✜♥❡ ① ❛s ❛❧❧ η✐ ✱ {❢
(❧)}✱ β❦ ✱ ❛♥❞ α✱ s✉❝❤ t❤❛t

① |θ ∼ N (✵,◗(θ))

• θ ❛r❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ♣r✐♦rs✳



▲❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

▲❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳

• ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✿

π(② |① ,θ) ∼
∏

✐

π(②✐ |①✐ ,θ).

• ▲❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✿ π(① |θ)✱ ✉s✉❛❧❧② ❛ ●▼❘❋✱

π(① |θ) ∼ N (·,◗(θ)−✶)✱ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ◗(θ)✳

• ❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs θ ∼ π(θ)✳

❈♦♠♠❡♥t✿ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

❘✲♣❛❝❦❛❣❡ s♣❛♠ ✭❋✉rr❡r ❛♥❞ ❙❛✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳

●❛✉ss✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭●▼❘❋✮

❚❤❡♦r❡♠

▲❡t ① ❜❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡

✭❙P❉✮ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ◗✱ ✐✳❡✳ ◗ > ✵✱ ❚❤❡♥ ❢♦r ✐ 6= ❥ ✱

①✐ ⊥ ①❥ |①−✐❥ ⇐⇒ ◗✐❥ = ✵

●❛✉ss✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭●▼❘❋✮ ❝♦♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥

❆ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ① = (①✶, . . . , ①♥)
⊤ ∈ R

♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ●▼❘❋ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V, E) ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ◗ > ✵✱

✐✛ ✐ts ❞❡♥s✐t② ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

π(①) = (✷π)−♥/✷|◗|✶/✷ ❡①♣

(
−
✶

✷
(① − µ)⊤◗(① − µ)

)

❛♥❞

◗✐❥ 6= ✵⇐⇒ {✐ , ❥} ∈ E , ∀✐ 6= ❥

■❢ ◗ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♥s❡ t❤❡♥ G ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❙P❉ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛❧s♦ ❛ ●▼❘❋ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ●❛✉ss✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❙♣❛rs❡♥❡ss ♦❢ ◗ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞♦ ♠❛♥②

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳

❈♦♠♠❡♥t✿ ❆♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ●▼❘❋ ✐s ✐s ❛ ●▼❘❋ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐①

◗ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✭✐✳❡✳ ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮✳

❋✐✈❡ ❝♦✉♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ st❛t❡ ❘❤♦❞❡ ■s❧❛♥❞

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡✳

12
3

4

5

column

ro
w

1 2 3 4 5

5
4

3
2

1

❆❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①

✸ ✲✶ ✲✶ ✲ ✶ ✵

✲✶ ✹ ✲✶ ✲✶ ✲✶

✲✶ ✲✶ ✸ ✵ ✲✶

✲✶ ✲✶ ✵ ✷ ✵

✵ ✲✶ ✲✶ ✵ ✷

❙tr✉❝t✉r❡ ♠❛tr✐①



▼❛✐♥ ✐♥t❡r❡st

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

π(① ,θ|②) ∝ π(θ)π(① |θ)
∏

✐

π(②✐ |①✐ ,θ)

❲❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧s

π(①✐ |②) =

∫

θ

∫

①
−✐

π(① ,θ|②)❞①−✐

︸ ︷︷ ︸
π(①✐ ,θ|②)=π(①✐ |θ,②)π(θ|②)

❞θ ✭✹✮

π(θ❥ |②) =

∫

θ
−❥

∫

①

π(① ,θ|②)❞①

︸ ︷︷ ︸
π(θ|②)

❞θ−❥

■◆▲❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✭✹✮ ❜②

π̃(①✐ |②) =
∑

❦

π̃(①✐ |θ❦ , ②) π̃(θ❦ |②) ∆❦ .

❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r π(θ|②) ❛♥❞ π(①✐ |θ, ②)✱ ❛♥❞ ✉s❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❛ ✜♥✐t❡ s✉♠✮ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✉t θ✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ π(θ|②)

• ❋r♦♠ π(① ,θ, ②) = π(① |θ, ②)× π(θ|②)× π(②) ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

π(θ|②) ∝
π(① ,θ, ②)

π(① |θ, ②)
❢♦r ❛❧❧ ① ✳

• ■◆▲❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s π(θ|②) ✉s✐♥❣

π̃(θ|②) ∝
π(① ,θ, ②)

π̃● (① |θ, ②)
|①=①∗(θ).

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

• ❍❡r❡ π̃● ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✭●▼❘❋✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ π(① |θ, ②) ❛♥❞

①∗(θ) ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ π(① |θ, ②)✳

❚❤❡ ●▼❘❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❡t ① ❞❡♥♦t❡ ❛ ●▼❘❋ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ◗ ❛♥❞ ♠❡❛♥ µ✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡

π(① |θ, ②) ∝ ❡①♣

(
−
✶

✷
①⊤◗① +

♥∑

✐=✶

❧♦❣ π(②✐ |①✐ )

)

❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣ π(②✐ |①✐ ) ❛r♦✉♥❞ µ✵✱ s❛②✳

❘❡❝❛❧❧

❢ (①) ≈ ❢ (①✵) + ❢ ′(①✵)(① − ①✵) +
✶

✷
❢ ′′(①✵)(① − ①✵)

✷ = ❛+ ❜① −
✶

✷
❝①✷

✇✐t❤ ❜ = ❢ ′(①✵)− ❢ ′′(①✵)①✵ ❛♥❞ ❝ = −❢ ′′(①✵)✳

❚❤❡ ●▼❘❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭■■✮

❚❤✉s✱

π̃(① |θ, ②) ∝ ❡①♣

(
−
✶

✷
①⊤◗① +

♥∑

✐=✶

(❛✐ + ❜✐①✐ − ✵.✺❝✐①
✷
✐ )

)

∝ ❡①♣

(
−
✶

✷
①❚ (◗ + ❞✐❛❣(❝))① + ❜

❚
①

)

t♦ ❣❡t ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ◗ + ❞✐❛❣(❝) ❛♥❞

♠❡❛♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ (◗ + ❞✐❛❣(❝))µ = ❜✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s

N❈ (❜,◗ + ❞✐❛❣(❝))

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

N ((◗ + ❞✐❛❣(❝))−✶❜, (◗ + ❞✐❛❣(❝))−✶).



❚❤❡ ●▼❘❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
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full conditional
normal approximation

mode
expansion point
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Expansion around 1.5

●

❊①♣❧♦r✐♥❣ π̃(θ|②)

π̃(θ|②) ✐s ✏♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞✑ t♦ ✜♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥ts θ❦ ✳

▼❛✐♥ ✉s❡✿ ❙❡❧❡❝t ❣♦♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts θ❦ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ π̃(①✐ |②)

• ▲♦❝❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ t♦

❝♦♥str✉❝t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts

• ●r✐❞✲s❡❛r❝❤ t♦ ❧♦❝❛t❡ ❜✉❧❦

♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss

θ1

θ 2

θ

θ 2

z1

❆❧❧ ♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❛r❡❛ ✇❡✐❣❤t ∆❦ ✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ π(①✐ |θ, ②)

❋♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t π(①✐ |θ, ②) ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡

• ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡❛s✐❧② ❡①tr❛❝t❛❜❧❡ ❢r♦♠ π̃● (① |θ, ②)✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡rr♦rs ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❧❛❝❦ ♦❢ s❦❡✇♥❡ss ♣♦ss✐❜❧❡✳

• ❛ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

π̃▲❆(①✐ |θ, ②) ∝
π(① ,θ, ②)

π̃●●(①−✐ |①✐ ,θ, ②)

∣∣∣∣∣
①
−✐=①

⋆

−✐
(①✐ ,θ)

.

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

• ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜tt✐♥❣ ❛ s❦❡✇✲♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ π̃▲❆✳

■◆▲❆✿ ❖✈❡r✈✐❡✇

❙t❡♣ ■ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ π(θ|②) ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t

❣♦♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts θ❦ ✳

❙t❡♣ ■■ ❋♦r ❡❛❝❤ θ❦ ❛♥❞ ✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ π(①✐ |θ❦ , ②) ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦r

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①✐ ✳

❙t❡♣ ■■■ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐ ✱ s✉♠ ♦✉t θ❦

π̃(①✐ |②) =
∑

❦

π̃(①✐ |θ❦ , ②)× π̃(θ❦ |②)×∆❦ .

❇✉✐❧❞ ❛ ❧♦❣ s♣❧✐♥❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t π̃(①✐ |②)✳



■◆▲❆ ❢❡❛t✉r❡s

■◆▲❆ ❢✉❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♣♦st❡r✐♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ⇒ t♦♦❧ ❢♦r ❢✉❧❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

• ▼❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✭❤②♣❡r✲✮♣❛r❛♠❡t❡rs

• P♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✱ ♠❡❞✐❛♥✱ q✉❛♥t✐❧❡s✱ st❞✳ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ ✳ ✳ ✳

▼♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ●▼❘❋ ♠♦❞❡❧s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✐♥❧❛

• ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s

• ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ✭♠✐①❡❞✮ ♠♦❞❡❧s

• ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭♠✐①❡❞✮ ♠♦❞❡❧s

• ❉✐s❡❛s❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ s❡❡ ❡①❡r❝✐s❡

• ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s

• ❙✉r✈✐✈❛❧ ♠♦❞❡❧s

• ❯♥✐✈❛r✐❛t❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s

• ✳✳✳

❚❤❡ ■◆▲❆✲♣r♦❣r❛♠

• ❚❤❡ ✐♥❧❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ❛♥❞ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡

●▼❘❋▲✐❜ ❧✐❜r❛r② ✭❘✉❡ ❛♥❞ ❍❡❧❞✱ ✷✵✵✺✮

• ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❈ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❧❛✳

• ❆♥ ❘✲♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ■◆▲❆✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❤tt♣✿✇✇✇✳r✲✐♥❧❛✳♦r❣

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❜② t②♣✐♥❣

s♦✉r❝❡✭✧❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳♥t♥✉✳♥♦✴✐♥❧❛✴❣✐✈❡♠❡■◆▲❆✲t❡st✐♥❣✳❘✧✮

✐♥ t❤❡ ❘✲t❡r♠✐♥❛❧✱ s❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r✲✐♥❧❛✳♦r❣✴❞♦✇♥❧♦❛❞

• ■ts ✉s❛❣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❣❧♠✭✳✮ r♦✉t✐♥❡ ✐♥ ❘✳

❚❤❡ ❘✲♣❛❝❦❛❣❡ r✲✐♥❧❛

❚❤❡ ❘✲♣❛❝❦❛❣❡ r✲✐♥❧❛ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❃ ❢♦r♠✉❧❛ ❂ ② ⑦ ❛ ✰ ❜ ✰ ❛✿❜

❃ ✰ ❢✭✐❞①✱ ♠♦❞❡❧❂✧✐✐❞✧✱ ❤②♣❡r❂❧✐st✭✳✳✳✮✱ ✳✳✳✮ ✰ ✳✳✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t♦r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛ ❜❛s✐❝ ❝❛❧❧ t♦ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❘✲■◆▲❆ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

❃ r❡s✉❧t ❂ ✐♥❧❛✭❢♦r♠✉❧❛✱ ❞❛t❛❂❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭②✱❛✱❜✱✐❞①✮✱ ❢❛♠✐❧②❂✧❜✐♥♦♠✐❛❧✧✱ ✳✳✳✮

❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❛♥ ❙✸ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss

✧✐♥❧❛✧✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s✉♠♠❛r✐❡s✱ ♣❧♦ts✱ ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞✳



❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❣❡✲♣❡r✐♦❞✲❝♦❤♦rt ♠♦❞❡❧

• ❉❛t❛ ②✐❥ ∼ P♦(❊✐❥ ❡①♣(η✐❥))

• ▲✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t♦r✿ η✐❥ = µ+ α✐ + β❥ + γ❦ + ③✐❥

✇✐t❤ ❛❣❡ ❡✛❡❝t α✐ ✱ ♣❡r✐♦❞ ❡✛❡❝t β❥ ✱ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t γ❦ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ③✐❥ ∼ N (✵, κ−✶
③ )✳

• α,β,γ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦

α✐ ∼ N (α✐−✶, κ
−✶)

❛♥❞ ③ ❛s ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ❡✛❡❝t✳

• ❙✉♠✲t♦✲③❡r♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r α,β,γ
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