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Oppgave 1 Karoline er en flittig bruker av sosiale medier og ønsker å treffe
nye personer. Anta at Karoline hver dag snakker med en ny person på sosiale
medier og foreslår at de skal møtes den samme dagen. Dessverre for Karoline er
det ikke alle som vil møtes. La X være antall personer Karoline må spørre før det
første møtet og la p være sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person vil møte
Karoline. Anta i de neste tre punkter at p = 0.3.

a) Gi en begrunnelse for at X er geometrisk fordelt med sannsynlighetstetthet

f(x | p) = P(X = x) = p(1− p)x−1 (1)

b) Hva er sannsynligheten for at det går tre dager eller flere før det første møtet?

c) Beregn P(X ≤ 4 |X > 2).

d) Gi en tolkning av P(X ≤ 4 |X > 2).

e) Anta at Karoline i løpet av 14 dager observerer x verdiene 4, 2, 3, 5. Utled og
beregn rimelighetsestimatet∗ p̂.

f) Forklar ved et annet argument hvordan en binomisk modell kan brukes til å
begrunne estimatet p̂.

∗sannsynlighetsmaksimeringsestimatet
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Oppgave 2 En beslutning om å gi en fartsbot, som potensielt kan gi grunn-
lag for en straffesak, må kun tas om det er overveiende sannsynlig at fartsgrensen
faktisk er overskredet. En type Doppler radar brukt av politiet til å måle farten
til kjøretøy gir en fart V som er normalfordelt med forventningsverdi w og stan-
dardavvik γw når kjøretøyet har reell fart w. Den relative feilen til radaren er
γ = 2%.

a) Anta at politiet måler en fart v = 135 km/t. Estimer den reelle farten w.

b) Finn et estimat u til standardavviket til estimatoren brukt i forrige punkt.

c) I følge det internasjonale standardiseringsorganet ISO skal alle målinger rap-
porteres med en tilhørende usikkerhet. Den beregnede u verdien i forrige
punkt betegnes av ISO som standard usikkerhet til målingen. Gi en kort
begrunnelse for hvorfor det er rimelig å kalle dette en standard usikkerhet.

d) Anta at fartsgrensen er 90 km/t. Kjøretøyfart w på 131 km/t eller høyere
skal gi tapt førerkort for føreren. Skal en fører med målt fart v = 135 km/t
tape førerkortet?
Svaret skal begrunnes ved å beregne en p-verdi tilsvarende nullhypotesen
H0 : w < 131 km/t og den alternative hypotesen H1 : w ≥ 131 km/t. Bruk
signifikansnivå α = 0.1%.

e) En test er gitt ved å forkaste H0 dersom v > vm. Bestem vm slik at testens
signifikansnivå blir α = 0.1%.

Styrkefunksjonen h til testen er definert ved h(w) = P(V > vm), d.v.s. lik sann-
synligheten for å forkaste H0 som funksjon av modellparameteren w. Her avhenger
styrken h av parameteren w fordi fordelingen til V avhenger av w.

f) Skisser grafen til styrkefunksjonen til testen.
Tips: Beregn for verdiene w = 137 km/t og w = 141 km/t.

g) Finn sannsynligheten for type I feil dersom w = 137 km/t og vis resultatet i
grafen i forrige punkt.
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Oppgave 3 La f(v |w) være den betingede sannsynlighetstettheten til en sto-
kastisk variabel V gitt W = w og la f(w) være sannsynlighetstettheten til en
stokastisk variabel W .

a) Vis at
E(V ) =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

vf(v |w) dv
]
f(w) dw (2)

Farten W til biler på en vei med fartsgrense 90 km/t antas å være gammafordelt
med formparameter α og skalaparameter β slik at µ = E(W ) = αβ og σ2 =
Var(W ) = αβ2. Farten måles med en radar som spesifisert i Oppgave 2 og resultatet
V er normalfordelt med middelverdi w og standardavvik γw når den reelle farten
W = w. Det antas at γ = 2%. Farten til 55 biler måles og rapporteres ved en
empirisk middelverdi v = 89.2 km/t og et empirisk standardavvik s = 7.3 km/t.

b) Vis at E(V ) = E(W ) = µ.

c) Finn et forventningsrett estimat µ̂ for µ.

d) Beregn et estimat u av standardavviket† til estimatoren brukt i forrige punkt.

e) Beregn en verdi U = ku slik at µ̂ ± ku er et approksimativt 95% konfi-
densintervall for µ ved å bruke sentralgrenseteoremet og ved å approksimere
standardavviket med estimatet u.

f) I følge det internasjonale standardiseringsorganet ISO skal en måling rappor-
teres med en standard usikkerhet u og en utvidet usikkerhet U som i forrige
punkt. Gi en kort begrunnelse for dette ved å gi en tolkning av intervallet i
forrige punkt.

g) Det kan vises at Var(V ) = (1 + γ2)σ2 + γ2µ2. Estimer σ, α og β.

†Da er u standard usikkerhet til estimatet µ̂ i følge ISO.
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Oppgave 4 I denne oppgaven er U en stokastisk variabel som har uniform
fordeling på intervallet [0, 1).

a) Definer hva det betyr atX er en stokastisk variabel og definer den kumulative
fordelingen FX til X.

b) Skisser grafene til sannsynlighetstettheten fU og den kumulative fordelingen
FU til U .

c) La A1 = [1/2, 1) og A2 = [1/4, 1/2)∪ [3/4, 1). Vis at hendelsene (U ∈ A1) og
(U ∈ A2) er uavhengige.

d) Indikatorfunksjonen IA til en mengde A er definert ved IA(x) = 1 for x ∈ A
og IA(x) = 0 for x 6∈ A. Vis at X1 = IA1(U) og X2 = IA2(U) er uavhengige
Bernoulli fordelte stokastiske variabler.

e) Indikatorvariablene IB1 , IB2 , . . . , IBn er uavhengige dersom hendelsene i sam-
lingen {B1, B2, . . . , Bn} er uavhengige. Definer hva det betyr at hendelsene i
samlingen {B1, B2, . . . , Bn} er uavhengige. Konstruer uavhengige Bernoulli-
fordelte stokastiske variabler X1, X2, . . . , Xn hvor

Xi = IAi
(U) og P(Xi = 1) = 1/2 (3)

Hint: Her kan A1 og A2 velges som gitt over og A3, A4, . . . , An velges på en
passende måte.‡

‡Fra resultatene i oppgave 4 følger det at U = X1/2+X2/22+X3/23+· · · har uniform fordeling
på intervallet [0, 1) når X1, X2, X3, . . . er en følge av uavhengige Bernoulli fordelte stokastiske
variabler med P(Xi = 1) = 1/2. Et tilfeldig tall U på intervallet [0, 1) er dermed ekvivalent med
en Bernoulli prosess tilsvarende en følge myntkast. Et desimaltall som 0.31415 . . . tilsvarer en
følge siffer 3, 1, 4, 1, 5, . . . og en tilsvarende korrespondanse ved bruk av totallssystemet gir ideen
i konstruksjonen i oppgaven.


