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Oppgave 1 pH-malinger

En bestemt malemetode for bestemmelse av pH-verdien i en lgsning gir maleresultater som
antas a veere uavhengige og normalfordelte, med forventningsverdi p lik virkelig pH og varians
0? = 0.060%. La Xi,...,X, vere uavhengige malinger av pH i en bestemt lgsning.

a) Anta (bare i dette punktet) at den virkelige pH-verdien i en lgsning er 6.8.
Hva er sannsynligheten for at en bestemt maling gir et resultat som er under 6.747

Hva er sannsynligheten for at en bestemt maling gir et resultat som er mellom 6.74 og
6.867

Hva er sannsynligheten for at en bestemt maling, X, gir et resultat som avviker mer enn
0.06 fra p, dvs bestem P(|X — u| > 0.06)7
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Du skal estimere pH i en lgsning, og bruker gjennomsnittet av 5 uavhengige malinger som
estimat. La Y vaere gjennomsnittet av 5 uavhengige malinger.

b) Hva er sannsynligheten for at Y avviker mer enn 0.06 fra u?

Utled et 95% konfidensintervall for p. Hva blir konfidensintervallet nar gjennomsnittet
av fem uavhengige malinger ble 6.767

Oppgave 2 Kjglevannspumper

Pa et bestemt sted i et prosessanlegg star to elektrisk drevne kjglevannspumper. For a ha
tilstrekkelig kapasitet ma begge pumpene fungere. La

FE; = Pumpe nr ¢ er i feiltilstand, 2 =1, 2.
Fglgende sannsynligheter er gitt:

Er hendelsene E; og E5 uavhengige? Er de disjunkte? Begrunn svarene.
Finn sannsynligheten for at man ikke har nok kapasitet, dvs finn P(E; U E»).

Ledelsen er ikke forngyd med dette, og vil installere en turbindrevet pumpe i tillegg. Det er
da tilstrekkelig kapasitet hvis minst 2 av de 3 pumpene fungerer. La

T = Den turbindrevne pumpa er i feiltilstand

Det er oppgitt at den turbindrevne pumpa fungerer uavhengig av de elektrisk drevne pumpene,
og at P(T) = 0.04.

Finn sannsynligheten for at det ikke er tilstrekkelig pumpekapasitet, dvs finn sannsynligheten
for at minst 2 av de 3 pumpene ikke fungerer.
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Oppgave 3 Bakterier i matvarer

I mange matvarer finnes det ofte en viss mengde ugnskede bakterier, og for hgye konsentrasjoner
av slike bakterier kan vere uheldig for konsumenten. Vi skal se pa forekomsten av en bestemt
type ugnskede bakterier i en bestemt matvare. Studier har vist at antall bakterier, Y, i en
prgve pa t milligram (mg) av matvaren kan antas a vaere Poissonfordelt med forventning yut.

En kritisk grense for bakteriantallet i matvaren antas a vare 12 bakterier per mg. Dersom
antall bakterier per mg er stgrre enn 12, kan dette veere uheldig for konsumenten av matvaren.

Anta i fgrste omgang at det er kjent at forventet antall bakterier per mg matvare er 5, dvs
Ww=29.
a) Finn sannsynligheten for a finne mer enn 12 bakterier i en matvareprgve pa 1 mg.
Finn sannsynligheten for a finne mer enn 6 bakterier i en matvareprgve pa 0.5 mg.
Dersom man tar 10 uavhengige prgver pa 1 mg, hva er sannsynligheten for at minst en

av de 10 prgvene innholder mer enn 12 bakterier?

I praksis vil u, forventet antall bakterier per mg matvare, vaere ukjent. Basert pa uavhengige
malinger Y7, ... ,Y, av antall bakterier i n prgver pa henholdsvis ¢q,...,%, mg gnsker vi a
estimere L.

b) Vis at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for u er

Yi+---+4Y,

H= 4+t

Regn ut estimatorens forventning og varians.
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For a sikre at grenseverdien 12 bakterier per mg ikke overskrides for ofte anbefaler Naerings-
middeltilsynet at forventet antall bakterier per mg matvare ikke bgr overskride 6, dvs u < 6.

c) Vi gnsker for et bestemt matvareparti a undersgke om det er grunn til a pasta at Naerings-
middeltilsynets anbefaling overskrides.

Formuler dette som en hypotesetest.

Du kan i resten av dette punktet bruke uten bevis at en Poissonfordelt variabel med
forventningsverdi stgrre enn 15 er tilnsermet normalfordelt. Forklar hvorfor observatoren

-6

vV 6/ Z?:l 2
er tilnaermet normalfordelt under nullhypotesen dersom )" | ¢; > 2.5.

Utfgr hypotesetesten pa (tilnaermet) 5% niva nar vi fra n = 10 uavhengige malinger fra
matvarepartiet har fatt dataene gitt i tabellen under.

maling ¢ | 1 213|456 |78 10
i 6 |4 9| 7|58 ]9 3| 7|7
t; 0810713111209 |1.0]08|08/|1.4

Det oppgis at Zgl y; = 65 og 2221 t; = 10.

Ne}

For a effektivisere rutinene er man interessert i a ta i bruk en ny og raskere metode for a
male antall bakterier i en matvareprgve. Ulempen med denne nye malemetoden er at kun en
viss andel av alle bakteriene i en prgve oppdages. Anta at hver enkelt bakterie oppdages med
samme sannsynlighet p, og at alle bakterier oppdages eller oversees uavhengig av hverandre.

La som fgr Y vaere det totale antall bakterier i en prgve pa t mg og la X vare antallet av disse
som oppdages med den nye malemetoden.

d) Forklar hvorfor X gitt Y = y vil veere binomisk fordelt med parametre y og p.

Finn simultanfordelingen til X og Y, og bruk denne til a vise at (marginal)fordelingen
til X vil vaere en Poissonfordeling med forventingsverdi utp.

Den nye malemetoden har blitt brukt til a utfgre n uavhengige malinger Xy,..., X, i
progver pa henholdsvis %, ... ,t, mg. Basert pa disse malingene gnsker vi a estimere pu.
Anta at p er kjent, og foresla hvordan estimatoren for y fra punkt b) kan modifiseres for
a ta hensyn til at vi na kjenner Xy,..., X, istedet for Yi,...,Y,.
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Oppgave 4 Mosjonisten

En 45-aring startet med lgpetrening for 9 ar siden, og har hvert ar siden deltatt i samme
mosjonslgp. Anvendt tid, i minutter, er gitt i tabellen nedenfor.

ar ¢ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
alder z; | 37 38 39 40 41 42 43 44 45
tid y; | 45.54 | 41.38 | 42.50 | 38.80 | 41.26 | 37.20 | 38.19 | 38.05 | 37.45

Det oppgis at ">, x; = 369, 30, y; = 360.37, 320, (x: — 7)2 = 60, 30, (i — 7)* = 63.28 og
i (@ = B)(ys — §) = iy (@ — T)ys = —52.57.

Vi skal anta at observasjonene kan ses pa som realisasjoner av uavhengige normalfordelte
variable Y1, ..., Yy, hvor E(Y;) = a + (z; og Var(V;) = o2

a) Skriv opp de vanlige forventningsrette estimatorene &, 3 og 62 for «, 3 og 0. Regn ut
estimatene for « og [ for de gitte dataene. Plott datasettet og den estimerte regresjons-
linjen.

Det oppgis at estimatet for o2 er 1.5682.

b) Regn ut et uttrykk for variansen til estimatoren B
Gjennomfgr en test av Hy: =0 mot H, : § # 0, pa signifikansniva 1%.

Hva blir den praktiske fortolkningen av testen over?
Loperen gnsker a predikere anvendt tid pa mosjonslgpet neste gang (alder zq = 46 ar).

c) Regn ut predikert tid.
Det oppgis at Var(a + fBx,) = o’ (% + E(w";ﬁ) Utled et 95% prediksjonsintervall for

iy (zi—7)?

Y ved xy = 46 ar. Hva blir intervallet med de oppgitte data?

Hvis lgperen ber deg predikere anvendt tid om 15 ar (alder 60 ar), hva vil du svare da?



