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Oppgave 1 Pengespelet

I eit TV-program far eit visst antal deltakarar sjansen til a vinne eit storre pengebelgp. For
kvar deltakar bestar spelet av ein serie pafglgjande runder, der deltakaren i kvar runde far
presentert ei oppgave. For kvar oppgave deltakaren klarer, far han/ho eit gitt belgp. Spelet
blir avslutta nar deltakaren fgrste gong ikkje klarer oppgava, og deltakaren far da med seg
belgpet vunne i dei gvrige rundene. Vi fgreset at ingen deltakar trekker seg frivillig undervegs.

La p vere sannsynet for IKKJE a klare oppgava i kvar enkelt runde, og la vidare X vere talet
pa runder for ein tilfeldig valt deltakar. Talet pa runder X blir her definert slik at deltakaren
gar ut etter a ha klart oppgavene i dei X — 1 forste rundene, men ikke oppgava i runde X. Vi
foreset at sannsynet p er lik for kvar runde og for kvar deltakar, og at resultata for kvar runde
er uavhengige.
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I denne situasjonen er X geometrisk fordelt med parameter p, slik at punktsannsynet f(z;p)
og den kumulative fordelingsfunksjonen F(z;p) = P(X < z) for X er

flzsp) = p(A—p)*", z=12,...
F(z;p) = 1—-(1-p)*", z2=1,2,...

a) Foreset berre i dette punktet at p = 0.10.
Forklar kvifor X er geometrisk fordelt med parameter p i denne situasjonen.
Rekn ut sannsynet for at deltakaren gar ut i forste runde.
Rekn ut sannsynet for at deltakaren er med i spelet nar det er gatt fem runder.

Kva er sannsynet for at han/ho kjem vidare til niande runde men ikkje klarer oppgava i
niande runde, gitt at deltakaren var med i spelet nar det var gatt fem runder?

Det viser seg at deltakarane jamnt over heng med lenger enn forventa, og det begynner a bli
dyrt for TV-selskapet. Dei vil undersgke om dei har feilvurdert vanskegraden, og vil berekne
eit anslag for p, som vi no ser pa som ukjent.

La X, Xo,..., X, vere talet pa runder for kvar av n tilfeldig valde deltakarar, der X;, ¢ =
1,...,n er uavhengige og geometrisk fordelte med same parameter p.

b) Utlei eit uttrykk for sannsynsmaksimeringsestimatoren (maximum likelihood estimator)
for p basert pa det tilfeldige utvalet.

Kva blir estimatet dersom n = 8, og talet pa runder for dei 8 deltakarne er 4, 22, 9, 11,
15, 5, 26 og 177

TV-selskapet bruker to personar, A og B, til a lage oppgavene. Selskapet gnskjer a undersgke
om vanskegraden er avhengig av kven av dei som lagar oppgavene.

Dei ser pa resultata fra n; tilfeldig valde deltakarar som har oppgaver fra oppgavelagar A, og
no fra oppgavelagar B. La Z; og Z vere talet pa deltakarar blant desse som klarer feerre enn
fem oppgaver fra hgvesvis oppgavelagar A og B. Vi fgreset at Z; og Z, er uavhengige.

c) Forklar kvifor Z; og Z, er binomisk fordelte med parametrar (nq,q) og (n2,q), der ¢
og @2 er sannsynet for a klare feerre enn fem oppgaver i dei to gruppene.

Som estimatorar for ¢; og ¢, skal vi bruke

A~ Zl ~ ZQ

qgi = — 08 (G2 = —.
ny ng
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Utlei eit tilneerma 95% konfidensintervall for ¢; — ¢o basert pa normaltilnerming til
binomisk fordeling. Rekn ut intervallet numerisk nar n; = ny = 64, og observerte verdiar
for Z1 og Zs er z; = 34 og z, = 18.

Gir det estimerte konfidensintervallet TV-selskapet grunnlag for a seie at oppgavene fra
A og B har ulik vanskegrad? Grunngi svaret.

Oppgave 2 Radar

Ein hamneby observerer skip som kjem inn mot hamna ved a bruke radar. Vi foreset for
enkelheits skuld at skipa alltid kjem fra nord. Radaren er plassert 1 kilometer vest for hamna.
Det er gnskjeleg a oppdage skip som kjem inn mot hamna sa tidleg som mogleg av praktiske
og tryggleiksmessige arsaker. Nar skipet fgrste gong blir fanga inn pa radaren, observerer

Nord

1 km
Hamn

Figur 1: Illustrasjon til oppgave 2.

radaren vinkelen Y € [0, 7/2), som vist i Figur 1. Radaren observerer kun vinkelen Y, og ikkje
avstanden til skipet. Vinkelen Y varierer fra skip til skip av mange arsaker.

La den kumulative fordelingsfunksjonen til Y vere

Fi ) = PIY <) = 1o W e o),
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der 3 > 0 er ein parameter.

a) Foreset berre i dette punktet at g = 7/8.

N N T T T
K P(Y —),P(— Y —) P(Y Ty —>.
Rekn ut > 2 <YV <3)os >4\ <3

b) Vis at sannsynstettleiken f(y;/3) til Y er

1
fy;:6) = expi{—y/B}, ye€l0,m/2).
W= 5 e (—ajemy P LY/ v el
Hamnebyen er meir interessert i avstanden til hamna nar skipet fgrst blir oppdaga enn
vinkelen Y som radaren observerer. La X vere denne avstanden, som vist i Figur 1.
Utlei eit uttrykk for sannsynstettleiken til X.
1 d d 1

T og %(arc tan(z)) = %(tan’l(x)) =12

d
Det blir oppgitt at E(tan(az)) =

Oppgave 3 Ultralydavbilding med kontrastmiddel

Ein mate a oppdage tidleg utvikling av kreftceller i levra pa er a studere tettleiken av blodkar.
Mikroskopiske gassbobler blir tilsett blodet, og blir sett ved a sende ultralyd mot forskjellige
delar av levra. Mange gassbobler ein stad gir kraftig hpgfrekvent (andreharmonisk) ekko, som
indikerer mange blodkar og mogleg kreft.

LaY;, i =1,...,n vere styrken pa det hggfrekvente ekkoet i desibel (201og,, av amplituden)
som apparatet registrerer for n malingar. Vi vil fgresette at malingane Y; er uavhengige og
identisk normalfordelte, med varians o2.

a) Fgreset berre i dette punktet at 02 = 0.01? og at alle ekkodataene blir skalerte slik at
forventningsverdien til Y; er eksakt 1.0.

Rekn ut sannsynet for at ei enkelt ultralydmaling er stgrre enn 1.0.

Rekn ut sannsynet for at avviket i absoluttverdi fra 1.0 i ei enkelt maling er stgrre enn
0.02.

Dersom ein tar to uavhengige malingar fra same stad i levra, kva er da sannsynet for at
gjennomsnittet avviker i absoluttverdi meir enn 0.02 fra 1.07

Absorbsjon og spreiiing gjer ultralydsignalet svakare fra punkt i levra langt fra maleapparatet.
Vi set opp ein linezer regresjonsmodell Y = a + fz + E, med n par av malingar (x;,Y;), i =
1,...,n, der Y; er malt som for, og x; er ein kjent forklaringsvariabel basert pa djupna i
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kroppen ekkoet kjem fra. Feila F; er uavhengig normalfordelte med forventningsverdi 0.0 og
ukjent varians 0. Parametrane o og (3 avhenger av fysiologien til pasienten, og er ukjente.

Vi vil bruke fglgjande estimatorar for o og 3:

A:

)
I

B =

@)

_ 1 1
dr V=-Y" Yiogz=-3" z.
er n 21:1 0g T n Zz—l x

Det blir oppgitt at

E(B)=p  og Var(B) =

b) Utlei uttrykk for E(A), Var(A) og Cov(A, B).

Ta med mellomrekning/omformingar du bruker for 4 kome fram til svara pa enklaste
form og bruk utan bevis at B og Y er uavhengige.

Sannsynsmaksimeringsestimatoren (maximum likelihood estimator) for o2 basert pa n malingar
med forskjellige x; er

1 n
o2==Y (Yi—A— Bx)~
o n;( x;)

Metoden er pa provestadiet og blir berre testa pa friske testpersonar. For ein frisk pasient, skal
variansen ikkje overstige 0.012. (For desse personane er fordelinga av blodkar jamn/homogen,
og variansen i malingane skuldast da berre tilfeldig variasjon i tettleiken av gassbobler i blo-
det.) Dersom resultatet av n = 30 uavhengige malingar pa ein testperson gir grunnlag for a
forkaste hypotesen om at o2 = 0.01% og hevde at o2 > 0.012, blir testpersonen sendt til ei dyr
kreftundersgking.

c) Utlei eit uttrykk for forventningsverdien til o2

Formulér problemstillinga over som ein hypotesetest, og berekn kritisk omrade (forkastings-
omrade) for o2 for testen. La signifikansnivaet vere 0.01.



