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Oppgave 1
Levetida (malt i ar), X, til ein bestemt type mekaniske komponentar har vist seg a folgje ei
fordeling med kumulativ fordelingsfunksjon gjeve ved

.’L‘2

Flx)=1—expq——¢ ; >0
@=1-ex{-1}
der « er ein parameter som skildrar kvaliteten til komponentane.

a) Bestem sannsynstettleiken til X.

Bestem for kva verdi av = sannsynstettleiken f(z) tar sitt maksimum. Skisser f(x).
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Eit instrument inneheld tre komponentar av denne typen, alle med samme kvalitetsparameter
«. Vi kallar de tre komponentane komponent A, B og C. Det blir dessutan antatt at dei tre
komponentane sviktar uavhengig av kvarandre. Komponentane inngar i instrumentet slik at
instrumentet kun vil funksjonere sa lenge komponent A og minst ein av komponentane B og
C funksjonerer. Dette kan illustrerast med fglgjande figur.

La folgjande fire hendingar vere definert:

A: Komponent A funksjonerer framleis etter to ar.
B: Komponent B funksjonerer framleis etter to ar.
C: Komponent C funksjonerer framleis etter to ar.
D: Instrumentet funksjonerer framleis etter to ar.

b) Teikn inn hendingane A, B og C i eit Venn-diagram.
Skraver hendinga D i Venn-diagrammet.

For oo = 1, finn sannsynet for at instrumentet framleis funksjonerer etter to ar.

Oppgave 2

Miljsgkonsulenten i ein kommune gnskjer a undersgke den ukjende pH-verdien i eit vatn. Kall
den sanne pH-verdien for y. Konsulenten har tilgjengeleg to malemetodar. Metode I er rask,
men maleresultata er hefta med stor maleusikkerheit. Metode II er mykje meir tidkrevjande,
men gjev meir ngyaktige malingar. Begge malemetodane er velbrukte og variansen i malingane
er derfor kjende. Miljgkonsulenten velgjer & gjere ein observasjon med kvar metode. La X vere
observasjonen ved bruk av metode I og Y observasjonen ved metode II. Vi antar at X og YV
er uavhengige og normalfordelt med

EX)=p , Var(X) =05 , EY)=p , Var(Y) =1}

der o7 og 7¢ er kjende storleikar.
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Det er oppgjeve at ein forventningsrett estimator (som og er sannsynsmaksimeringsestimatoren)
for p i denne situasjonen er

. X +o3Y
p= o408
Ta utgangspunkt i estimatoren fi og utlei eit (1 — «)100% konfidensintervall for .

Oppgave 3 Kolibakterier i drikkevatn

Eit viktig kriterium for god drikkevasskvalitet er at talet pa kolibakteriar ikke er for hggt. For
a overvake dette blir det jamnleg teke prgvar av vatnet og talet pa kolibakteriar i desse blir
bestemt. Erfaring tilseier at talet pa kolibakteriar (X) i v liter drikkevatn er poissonfordelt
med parameter \v, dvs.

(Av)*

P(X =2x) = o

exp(—\v) ; x=0,1,2,...

a) Skriv ned E(X). Bruk dette til a gje ei tolking av parameteren .
Dersom A = 3 og v = 0.5, bestem sannsyna P(X = 0) og P(X > 3).

b) Dersom A = 3 og v = 0.5, bestem P(X > 3|X > 0).

La X; og X, vere talet pa kolibakteriar i to uavhengige prgver pa henhaldsvis v; = 1 og
ve = 2 liter vatn. For A\ = 3, bestem sannsyna P(X; + X5 > 3) og P(X; + X5 > 3|X; >
0N X5 > 0).

Parameteren A vil normalt vere ukjend og det er av interesse a estimere denne fra data. Anta
at det for dette formalet blir tatt n prgvar av drikkevatnet og talet pa kolibakteriar i kvar
prgve blir bestemt. La v; vere mengda med vatn (i liter) i prove nummer i og la X; vere talet
kolibakteriar i denne prgven. Vi antar at X;, Xy, ..., X, er uavhengige.

c) Vis at sannsynsmaksimeringsestimatoren for A blir

3= Z%Xi

Zi:l % .
Vis vidare at \ er forventningsrett og at

Var(\) = Zn/\ _~
i=1 Vi
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I resten av oppgava kan du utan prov nytte at X er tilnserma normalfordelt med forventning
og varians som gjeve i punkt c).

Helsemyndigheitene har fastsett at ei gvre grense for kva verdi A kan ha for at vatnet skal seiast
a vere av god drikkevasskvalitet. Grenseverdien er Ay = 3 og ut fra malingane X, Xs,... , X,
er det gnskjeleg a avgjere om det er grunn til a pasta om denne verdien er overskriden.

d) Formuler dette som ein hypotesetest og lag ein test for dette formalet basert pa A med
(tilnserma) signifikansniva a.

Kva blir konklusjonen pa testen nar o = 0.025, n = 10, v; = vy = ... = v19 = 2.0 og
talet pa observerte kolibakteriar i dei 10 prgvane er

6 12 14 11 8 3 8 4 4 8
Det blir oppgjeve at > | x; = 78.

Vi antar fortsatt at vi tar n = 10 prgver, kvar pa v = 2.0 liter. I staden for a lage et forkast-
ningskriterium basert pa A slik du har gjort i punkt d), kan ein da alternativt definere

7 = talet pa prgvar der {X; > \gv = 6}
og forkaste Hy dersom Z > k der k er ein konstant som ma bestemmast.

e) Bestem stgrste verdi k slik at denne testen far signifikansniva @ < 0.025.

Kva blir konklusjonen pa testen nar dataene er som gjeve i punkt d)?

f) Anta sa at A = 3.5, dvs talet pa kolibakteriar i drikkevatnet overskrid grensa sete av
helsemyndigheitene. For kvar av dei to testane diskutert over, bestem sannsynet for at
det for hgge innhaldet av kolibakteriar vil bli oppdaga dersom ein tar n = 10 prgvar,
kvar pa v = 2.0 liter.

Oppgave 4

La X og Y vere uavhengige og eksponensialfordelte med E(X) = E(Y) = 1/A. La vidare Z
vere lik absoluttverdien av differansen mellom X og YV, dvs Z = | X — Y|

Finn sannsynstettleiken til Z. Kva blir E(Z)?



