
������� �

������ ������� ������

�� ��� �������� �������� �� ���� ������� ��� ���������� �� �������� �������� ��
�� �������� ������� ��� ��������� ���� ��� �������� ������� ��� ��� �������
������� �� ��� �������� �� � ���� ������������ �� ��� ���� �� ��������� ���
������������� �������� ������

��� �������� ������� ������

������

���� uh ∈ Vh ⊂ H ���� �����

a(uh, vh) = L(vh) , ∀ vh ∈ Vh

���� �����

• Vh �� � ����� ����������� ������������� ����� ������������� �� � ����
����������� ��������� h�

• a( · , · ) �� � ���������� �������� ���� �� Vh × Vh� �������� ����� � · �V �

• L( · ) �� � ���������� ������ �����

����� ����� ����������� ��������� ��� ���������� �� � �������� �� ��� ���
��������� ������� ����� ����� �� ��� ����������� ������� ��� uh �� ������
�������� ��������� �������� ���� �������� ��������� ����� ������ �� �� ����
����������� ��������� �� ����� �� ���� �� ����� ��� ����������� ����� Vh

��� ��������� � ����� B = (ϕ1, · · · ,ϕN ) �� Vh �� ����� ��� �������� �������� ��
�����������

uh =

NVh�

j=1

uj ϕj

���� NVh
= dim(Vh)� {uj} � ������ �� NVh

���� ������� ������ ������ ������� ��

������� ��� {ϕj} � ������ �� NVh
�������� �� Vh ������ ������ ����� ����������

�� ��������� ��� ����������� ����� Vh� �� ���� ��� ������������

�� �� ���������� ���� Th ��������� �� � ����������� �� ������ Ω�

�� � ��������� ����� ������� (K̂, P̂, Σ̂) �� ��������� � ����� �� Vh�

��



�� ������� �� ������ ������� ������

��� ���������� ����

��������� ����� ������� ��� Ω �� ��������� �d = 2� �� ���������� �d = 3�
������ �� Rd� �� ����� Th �� ������������� �� ��� ���������� ����� �� � ����� ������
{Ki} �� ��������� ��������� ������� �� Ω ����� ������ �������� Nh = {Ni}
������� ��� ��� � �������� �� Th ��� εh = {σKL = K ∩ L} ������� ��� ��� ��
������

��������� ����� ����� ������

hT = max
K∈Th

(diam(K))

��������� ����� �������������� ���������� ������ � ���� �� ���� ���������
����� ���������� �� ��� ������������ ����� ����� ������ ������� ��� ������� �������
��� ����� �� �� ��� ���� d = 3 ������� ��� ������

��� ������� �� ��� �������� ��������� �� ���� ����� ������ ��� �� ��� ������
��� ����� �� � ������ �������� ���� ����������� ������� ������� ���� ��� ����
�������� ���� ���������� ���������� ��� �������� ������� ����� �� ���������� ����
��������� �������� ��������� �� ��� ������ �� � ��������� � � �

��� ��������� ������ �������

��������� ����� ������� ������� � ��� ���� ��� ��� ���� ���� � ������ �������
�������� �� � ������ (K,P,Σ)� ���� ����

• K �� � �������� ��������� ������ �� Rd ���� ��������� �������� ��� ����
������� �������� ���������� �������� ������������

• P �� � ����� ����������� ������ ������ dim(P) = N � �� ��������� p : K →
R� ����� �� ��� ����� �� ����� ����������

• Σ �� � ��� {σ}j �� ������ ������

σj : P → R , ∀ j ∈ [[1, N ]]

p �→ pj = σj(p)

����� �� � ����� �� L(P ,R)� ��� ���� �� P �

������������ ��� ��������� ���������� ���� ��� ������ ������� �� � ���� K
����� ��� �� �� �������� �d = 1�� � ������� �d = 2� �� � ���������� �d = 3�
��������� ��������� ����������� ������������ ������������ ���� �� ��������
������ ����� P ��������� ���������� ������ ��� ��� ����� ������� �� �������
Σ ��� ������ ��������� ����� �� N ����������� ����� {ai}� σi(ϕj) = ϕj(ai)��
��� ����� ����� ��������� {ϕi} ��� ���� ����������� �� �� �� ������ ������������



���� ��������� ������ ������� ��

����������� ����� �������������� �� ��� ����� ����� ����������� ��� {σi}1≤i≤N

�� ��� ��� �� ����� ������� �� ��������� ��� ����� ����� ��������� ��� ������ ��

{ϕi}1≤i≤N � ����� �� P ���� �����

σi(ϕj) = δij , ∀ i, j ∈ [[1, N ]]

��������� ����� �������������� � ������ ������� �� ���� ���������� �� ��� ���
������ (α1, · · · ,αN ) ∈ RN ����� ������ � ������ ������������ p ∈ P ���� ����
σi(p) = αi� ∀ ∈ [[1, N ]]�

��� ����������� �������� �� � ������ ������� �� ���������� �� ��������� Σ
�� ���� ����� �� P � ���� �� ��� ������� ��� �������� p ∈ P ��

p =

N�

j=1

σj(p) ϕj

��� ������ ������������� �� {ϕj}� ���� pj = σj(p) ��� j��� ������ �� ��������
�� ����� ������ ��� ������ �� Σ = {σj} ������� ���� ��� ������ �� ������ ��
�������� (p1, · · · , pN ) �������� ������ � �������� �� P � ������� Σ �� ����
����� �� P �� ���������� ���

dim(P) = card(Σ) = N ������

∀ p ∈ P, (σi(p) = 0, 1 ≤ i ≤ N) ⇒ (p = 0) ������

�� ����� �������� ������ ������� ���� Σ ��������� L(P ,R) ��� �������� ������
���� {σi} ��� �������� ������������

������� ��� ����������� �� ���� �� ��� ��������� �� � ������ ������� �����
������� ��� ����� ��������� ���� ���� σi(ϕj) = δij �� �����������

��������� ����� ������ ������������� �������� � ��� ���� ����

πK : V (K) → P

v �→
N�

j=1

σj(v) ϕj

������ ������ ��� �������� ����� ��� ���� ����� ��� �� ��������� ��� ����
��� �������� σi(p) = p(ai) �� ��� ����� ������ ������� ���� �� �� ������ �� ������
����� ���� ��� ��� Σ �� ������ ����� ������ ��� ��� ������������ �������� πh u
������������ ��� ������� ����������� ����������� u ������� ��� ��������� �� ���
������� �� �������� �� ��� ������������� �� ������ ������ ui = σi(u) �������
����������� ��� � ������� ������ �� ��� ��������� �������������� ui = u(ai) ��
����������� ����� {ai}� ����� �� ��� ���� �� �������� ��������� ��� �� �� ��� ���
���� �������� ������ � ��� �������� σi ��� ���

• � ���� ��� ������ ���� ����� �� ��� ������� ����������������

σi(v) =

�

ξ
v ·nξ ds



�� ������� �� ������ ������� ������

• � ���� ����� ���� ���� ����� �� ��� ������� ������������������

σi(v) =

�

ξ
v ds

• � ���� ����� �� ��� ���������� ��������� ���� ���� ����� �� ��� �������
���������

σi(v) =

�

ξ
v · τ ξ ds

� ������� ������ �� ������ ���� ������ � ������� �� � ������� ��������� ����������
��� ��� ���� ��� ��������� ��� ���� ��� ��� ������ ��� �������������� ���� ����
��� ���� �� Hs���������� ��� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ���� �� ���
������

��� ��������� �� ��� ������ �������

�� �������� �� ����� ��� ������������ �� ����� ��������� ��� ��� ������ �������
(K,P,Σ)� K ∈ Th� ��� ����� ����� ��������� ��� ��������� ��� � ��������� ������

������� (K̂, P̂, Σ̂) ������ �� � ��������� ���� K̂ ��� ���� ����������� ����
��� ���� K �� ��� ����� ��� �������� �� ��� ���� �� ���������� ������ ���
��������� ���� �� ��� ��������� �� ��� ���� �������� [0, 1]� �� ��� ��������� ���
���� �������� ���� �������� {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}� �� �� ������ �� ��� ��������
��� ������ ������� (K,P,Σ) �� ��� ���� ���� (K̂, P̂, Σ̂) �������� ���� �� ���
��������� � ������� ���� ���� (K,P,Σ) ��� (K̂, P̂, Σ̂) ��� ������������

��������� ����� ����������� ������ ���������� ��� ������ �������� (K,P,Σ)
��� (K̂, P̂, Σ̂) ��� ���� ���������� �� ����� ������ � ��������� TK ���� K̂ ���� K
���� �����

∀ p ∈ P, p ◦TK ∈ P̂

���

Σ = TK(Σ̂)

�� ���������� ��� ����� ����� ��������� ��� ����� ������� �� ������� ���� ���
��� ��������� (K,P,Σ) �� ��� ����� �� ���� ��������� ������ ����� ���������

��� ������ ������� �� ������� ��� ���� ��� ������������� ����� Vh�

��� �������� �������� ��� �������������� ���� �� ��������� ��� ������ ���
����� �� ��� ���� �� �� ���� �������� ��� ���� �� ��� �������� �� �������
�

��� ��������� �����������

��� ������������� ��� ���������� ������������ ������� ����� ���������� ������



���� ������ ��

��� ������

��������� ����� ������� ������� �������� ������� � ������� �� � ������

������� ������ �� ������ �� ��� ��������� ����������

�� ������ � ��������� ����� ������� (K̂, P̂, Σ̂)�

�� ��������� �� ���������� ���� Th ���� ���� ��� ���� K ∈ Th �� �� ���������

���� ��� ��������� ���� K̂�

�� ����� � ������� �� ��������� ��� ��������� ����� ������� ������ �� K̂
���� ��� K ∈ Th �� (K,P,Σ)�

�� ��������� � ����� ��� Vh �� ���������� ��� ��� ����� ������� ����� �� �����

�������� {(K,P,Σ)}K∈Th ������� ��� ���� ������ �� ��������

������ ������ ��� ������ ������� ������������� �� ���� H���������� �� Vh ⊂
H ��� �� ���� ������������� �� Vh �⊂ H� �� ���� ������ ���� ��� �����������
������� ��� �� ����������� �� �������� �� ����������� �������� ����

ah( · , · ) = a( · , · ) + s( · , · )

�� ���������� ��� ��������� �� ��� ���� �� ���������� ������� ��� ����������
��������� �������� �� ������� ���



�� ������� �� ������ ������� ������

��� ���������

�������� ������

��� �� �������� ��� ������� ������� ����� �� ��� ������ Ω = (0, 1)�

−u��(x) = f(x), ∀ x ∈ Ω ������

���� f ∈ L2(Ω)� ��� ���������� ��� �������� ��������� �� ∂Ω

u(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω ������

��� ������ Ω̄ �� ����������� ���� � ������ �� ������������ [xi, xi+1]� i = 0, · · · , N �
��� ������� ��� �� ������������ �� � ������ �������� ����� ������� �������
��� ������������� ����� �� ��� ����� �� ���������� ��������� ������ ���������
Vh = {ϕi}0≤i≤N ����

ϕi(x) =





x− xi−1

xi − xi−1
, xi−1 ≤ x ≤ xi, i �= 0

xi+1 − x

xi+1 − xi
, xi ≤ x ≤ xi+1, i �= N

0 otherwise

�����

��� ���� ��� ���� ����������� �� ������� ����
��� ����� ���� a(u− uh,ϕi) = 0� ��� i = 1, · · · , N − 1�
��� ����� ���� ��� ��� v ∈ H1([0, 1]) ∩ C0([0, 1])� i = 1, · · · , N − 1�

a(v,ϕi) =
1

h

�
−v(xi−1 + 2v(xi)− v(xi+1)

�
�����

��� �� �������� f(x) = x4�

��� ���� ��� ���������� �� ��� �������� �� ������� ����
��� ���� ��� ���������� �� ��� ������ ������ �������� �� ��� ��������� ������

�� � ������� ����� ���� xi = ih� i = 0, · · · , N �
��� ��������� � ������� ��������� ��� �������� �������� uh ����� ��� ����

������ �������
��� ���� ��� �������� �������� uh� ��� ����� �������� u� ��� ��� ����� |u− uh|

���� N = 8, 16, 32�
��� ��������� � �������� ��������� ��� L2 ���������� �u−uh�L2(Ω) ��� ����

��� ����� ��� �������� ������ �� N �
��� ������ ��� ������� �� ������ ����������� ������ ����� � ���� �� ����

����������� {xi}0≤i≤N �
��� ����� �� ��� ����� |u−uh| ������� � ������������ �� ��� ����� {xi}0≤i≤N �

������ ��� ���� ������ ���� ������� ��� ����� �������


