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NB! Du skal kun gjgre 8 av de 10 punktene. Du velger selv hvilke. Svarer du pa mer
enn 8 vil de kun de 8 fgrste i din besvarelse gi uttelling.

Oppgave 1 Gitt S/R-problemet

up = Op(a(x)0pu), 0<z<1,t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<l1,
uw(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

der a(z) er kontinuerlig og positiv i intervallet [0, 1].

a) Diskretiser denne ligningen ved & benytte sentraldifferenser i rom, det vil si erstatt 0,
med (1/h)d,, og bruk Eulers metode i tid. Definer vektoren U™ = [UT, ..., U%]T, h =
1/(M + 1), og vis at differensemetoden oppfyller en rekurrensligning av typen

Un—H — CU”, C c RM><M

Bestem matrisen C.
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Svar: Metoden blir

U:}”LJFI — U:}ﬂ, 1 1 n 1 n n n n
I =8 250(03.6.U3) = o5 s o (U — U) = ol — Us1))
s& vi kan skrive, med r = k/h?,

Untt = Tam—1/2U 1 + (1 =7(am—1/2 + @mg1/2))Up + 10mp12U0 4

Matrisen C blir dermed tridiagonal og vi har

C’m,m =1- 7”(am—l/Q + a7n+1/2)7 C’m+1,m = C’m,m+1 =Tm41/2-

b) La r = k/h? der k er tidsskrittet, a = tnax a(x), og vis at metoden er stabil for skritt-
ST

lengder som oppfyller
2ar <1

Hint. Gershgorin’s teorem.

Svar: C er symmetrisk, og en kan derfor bruke kravet p(C) < 1+ vk, dessuten har C reelle egenverdier,
sa vi kan snakke om Gershgorin-intervaller istedet for Gershgorin-disker. Vi noterer oss fgrst at alle
sub/superdiagonalelementer i C' er positive. Intervall nr m er I,,, = [1 — 2r(am—1/2 + @m+1/2),1], 1 <
m < M, intervallet for linje 1 og M blir inneholdt i I} og Ips. Vi sjekker n at I,,, C [—1, 1] for hver m.
Vi trenger altsd da kun & konsentrere oss om venstre endepunkt, dvs vi undersgker om

—1<1=2r(am-1/2 + @mg12) = 7(@m_1/2+apmyp1/2) <1
Men betingelsen 2ar < 1 brukes né til & fastsla at
T(Am—1/2 + @mi1/2) <T@+ a) <1,

s& hvert intervall I,,, er definitivt inneholdt i [—1,1].

Oppgave 2 I denne oppgaven skal du studere ulike aspekter ved endelig elementmetode
anvendt pa pa Poisson-problemet med homogene randkrav

—Au=f (z,y) €, u=0 (z,y) € oN. (1)



Anta at 2 kan deles opp i likeformede tre-
kanter der alle sidekanter har lengde h. Et
utsnitt av trekantnettet er gitt pa figuren,
der vi antar at alle ¢q...,qs er indre noder.
De 6 trekantene T} er pa figuren merket med
tallet 7. Vi introduserer approksimasjonsrom
Sy, C S som underrommet av S bestaende
av funksjoner som er linezere pa hver trekant.
Som basis for .S;, bruker vi pyramidefunksjo-
ner {¢,(x,y) : p indre node i Q}. For utsnit-
tet pa figuren lager vi et lokalt koordinatsys-

Side 3 av 6

tem ved a sette 3 5
-, Y=Y 4
6 - h ) 77 h )
folgelig far hjgrnene i sekskanten koordinater 44 as
(£1,0) og (+3, £11/3). Vi definerer vektoren
z= (&)
a) Formfunksjonene @Zzg, j = 0,...,5, er basisfunksjonen ¢, restriktert til trekant 7} (se

figuren). Bestem ¢ (z), ¢y (z) og ¥) (z).

Svar: Punktene i trekant Ty har hjgrner p(0,0), go(1, 0), ql(%,

n og far
1

Yp(Em) =1—¢&— Neis

1

5V3). Vi lager linezere funksjoner av £ og

1
o Em) =¢&— —=n, 0 (&n) = —=n.

%w

V3

b) Argumentér for at et fins en 2 X 2-matrise @ slik at

Uit (z) = ¥(Qz),
1 (z) = ¢l (Qa),

g1
;]'4—1 (Z) - ¢é] (QZ)’

der vi pr definisjon setter ¢ (z) := 1) (z), og ¥], := ] . Bestem Q og verifiser at den er
ortogonal (QTQ = I') med determinant lik 1.

Svar: Vi ser at dersom trekanten T4 roteres 60 grader (7/3) med klokka omkring det fikserte punktet p
sa transformeres den til trekant 7}, hjgrnene i 711 avbildes pa hjgrnene i T;. Punktet p er invariant under
transformasjonen, mens ¢;1 avbildes til ¢; (modulo 6). En slik rotasjon er en lineser transformasjon sa
hvis 97 (z) er en lineser funksjon pa 7} vil ¢/ (Qz) veere en linezer funksjon pa Tj41. Q er matrisen som
roterer punkter 60 grader med klokka omkring origo, dvs

s in T 1 1
Q= cosg sing _ 5 2\/§
—sinZ cosZ —-1/3 L

3 3 2 2



c)

d)
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Q@ er opplagt ortogonal med determinant 1.

Bruk dette til a verifisere at
12 2
| Iviiacan= [ [vupacay
Ty Ty
/ Vg - Vil d€dn = / Vs - Vipo d€ dn
Ty Ty
[ v e agan= [ vip v dcay
T Ty
for 0 < j <5, og bestem de tre integralene.
Svar: Ved a bruke relasjonene i forrige punkt gjentatte ganger far en
Uy (2) = vp(Qz), ¥y (2) =¥y, (Q72), Uy (2) = vy (Q2).

I alle tre integraler gjor vi variabelskiftet z' = @7z, slik at integrasjonsomradet transformeres fra 7
til Tp. Dessuten ma vi huske & multiplisere med Jacobianen (dvs determinanten til Jacobimatrisen) til
transformasjonen. I vart tilfelle er denne Jacobianen gitt som @’ og siden det(Q7) = det(Q)’ = 1 s far
vi ingen ekstra faktor og fgrste del av oppgaven fglger. For & beregne integralene mé vi ta gradienter fra
svaret i a).

-1 1 0
V¢0:|: 1:|7 V1/)0:[ 1:|7 V/(/)0:|:2:|7
P — % 90 — % q1 %
Arealet av hver trekant er (i (£, 7)-koordinater) er A = 11/3 og dermed blir de tre integralene henholdsvis
G, 2, 2,
3 3 3

Variasjonsformuleringen av (1) gir en bilineser form a(u,v), u,v € S. Bestem a(¢,, ¢,)
og a(Pyp, ¢q;), 0 < j <5, der ¢, ¢g; er pyramidefunksjonene sentrert hhv i p og g;.

Svar: Det meste av jobben er na gjort i de tidligere punktene, vi finner

5
L op) = Vl2dédn =6 Vul2dedn = 8A
a(ép, &) ]ZO/T i de dn /TU| Y0P de dn
og

a(¢p, ¢Qj+1) = /T V¢; ) ngjﬂ d€dn + vwzj;H ) ng:i dgdn

Tj+1

4
= [ Vy)- V) dédn +/ Vi) - Vi dédn = —§A
To To
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Oppgave 3 Vi ser pa det hyperbolske problemet
U + au, = bu.

Lax-Wendroft’s metode for denne ligningen er

1 2
U = (b SO U - 0 0y - 0 + 2

der p = k/h og k og h er skrittlengden i henholdsvis tid og rom.

a) Vis hvordan denne metoden kan utledes, for eksempel ved & benytte at 9?u = a?0%u —
2abo,u + b*u.

Svar: Vi gjor dette pa standardmaten og far da med oss ogsa svaret pa neste delspgrsmal. La ( = bk.

1 1
ut =y 4+ kOl + 5/{28,521/7; + gk?’afu;; 4.

1 1
=), + k(—ad; + b)uy, + ikz(aﬂai — 2abd, + b*)ul’, + 6k3é)fufn 4.
1 1
=(1+¢+C/2u™ —ak(l+)0u”, + §(ak)28§uﬁT + 6k38?u?n +e
Vi setter na inn Oyull, = 5 (ully 1 —ull,_1) — §h%03ul, — -+, samt O2ull, = ;562ull, — 5 h*Opul, —
og far

1 2
i = (U b R — bk (g — )+ O 2

der 7} er skrevet opp i neste punkt.

b) Utled et uttrykk for den lokale avbruddsfeilen 7, idet du tar hensyn til at en kan ha

m?

a = 0 eller b = 0. Som et minimum bgr du ha et uttrykk av formen 7’ = O(---), men
angi gjerne de prinsipale leddene i utviklingen.

Svar: Fra forrige punkt finner vi de prinsipale leddene i avbruddsfeilen

1 1 1
T = 6k38fufn + 6a(1 + bEk)kh?03u”, — ﬂa%%?a;u e

s& vi konkluderer med at avbruddsfeilen er O(k® + kh?) generelt og O(k? nar a = 0.

c) La { = bk, r = ap. Vis at metoden ovenfor er von Neumann stabil for alle ¢, r slik at

(14+C+C%/2)2 +4gr*(C+C/2) + 4P (r* — (1 4+ ) <1, foralle0<qg<1.

Hint. Parameteren ¢ framkommer som ¢ = sin? 2% med vanlig notasjon for von Neumann

2
stabilitet.



d)
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Svar: Vi setter inn U? = ¢"e'P" i skjemaet og far

£ = ¢¢ —ir(1 +¢)sin Bh + r*(cos Bh — 1), ¢C:1+C+%C2

2

Vi innfgrer na g = sin % og bruker at en dermed har cos Sh = 1 — 2q, og vi far

€17 = (¢ — 2r°¢)* + r*(1+ ()*(1 — (1 — 29)) = ¢F + 4617"2(%(2 + ) + 47 (r* — (1+¢)?)

og svaret folger ved & kreve [£]? < 1.

Vis at ngdvendige betingelser for von Neumann stabilitet blir

1 1
-2< (<0, 73§1+§<+Z@

Svar: Her er poenget bare at kriteriet ovenfor ma gjelde for alle Sh og dermed for alle 0 < ¢ < 1.
Spesielt vil vi sjekke endepunktene ¢ = 0 og ¢ = 1. For ¢ = 0 far vi kun —1 < ¢ < 1.Vi kan skrive
¢¢ = 3(1+ (¢ +1)?) sa apenbart holder venstre ulikhet. For hgyre ulikhet far vi 1¢(¢ +2) < 0 som gir
fgrste kriterium fra oppgaven. Setter vi ¢ = 1 kan vi trekke sammen ledd og finner at ulikheten som ma
oppfylles er rett og slett

¢ —1

(G- <1 = (-2 % ) <o

Den fgrste ulikheten —2 < ¢ < 0 sikrer at forste faktor (r? — %) > 0 og dermed blir kravet
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Figur 1: Stabilitetsomrade i (-r-planet



