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Oppgave 1 Vi ser pa diffusjonsligningen

Up = Uz, 0< <1, 82>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<l, (1)
u(0,t) = go(t), u(l,t) = g:1(t), t=>0.
Vi innforer et rektanguleert gitter med punkter (x,,,t,) der z,,, =mh, 0 <m < M, h=1/M,

t, = nk, n = 0,1,.... Storrelsen U] approksimerer u?, = u(z,,t,). Vi lager en metode av
fglgende type

”*% _ 7™M f n "Jr%
Un'® = Up+ 5 (AxUm V. Un ) , 2)
1 ntl
Ut — gt g (AxU;ifl - vam“) , (3)

n L o . . .
hvor r = k/h?. Her er Un'2 & oppfatte som en approksimasjon til u(x,,, t, + %k) A, og V, er
henholdsvis forover- og bakoverdifferens i z-retning.
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a) Beskriv en eksplisitt beregningsgang for skjemaet (2), (3). Bruk gjerne beregningsmolekyl
som en del av forklaringen.

Svar: Vi ser at (2) og (3) kan skrives som henholdsvis

wEoun = (U, — U —UntE U (4)
Ustl_Untt = puntl —umt Rt 4 Uty (5)

der p = r/2. Beregningsmolekylene for disse blir:

For a kunne bruke grensebetingelsene rett, ma (4) utfgres fra venstre mot hgyre, og (5) fra hgyre mot
venstre. Beregningsgangen blir da som fglger:

UT)O’L:f(xm)a m:O715"'aM
form=20,1,2,3,---

Un+2 = go(tn + %k)

nal il
=L@ T _Un +UR) + U, m=1,2--- ,M—1

n 1
Unt? = gi(tn + Lk)
Ulr\ljrl = gl(tn + k)

1 1 1
Ut = Lot Ut Uty ¢ —— U m=M -1, 1
1+p 1+p
Ug”rl =go(tn + k)
end for
hvor M =1/h.

Det er mulig a skrive metoden ovenfor pa formen
1 1
Un™ = U+ 7Qr +0%) CUT 4 2 (2r = %) 5 UL (6)
b) Undersgk von Neumann’s kriterium for stabilitet pa denne metoden.

Svar: Vi setter U" = £"e?m inn i (6), og bruker at

sh
)

5g2c(£neiﬁzm) — fneiﬁzm( 4sin?
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Da finner vi (igjen med p = r/2) at:
h
1—(p— p?)4sin? %
= ez 1
14 (p+ p°)4sin o>

Vi har p > 0 og ¢ := sin® % > 0, dessuten er £ reell for alle reelle p, 3, h. Kravet
§<1 = 8pg=0,

og
£>-1 = 2+8¢p* >0,

begge er oppfylt for alle p > 0 og B € R sa vi har ubetinget stabilitet iflg von Neumann’s kriterium.

c) Det viser seg at dersom en lar h — 0 og k — 0 pa en slik mate at ¢ = k/h er konstant, sa
vil den numeriske approksimasjonen U! konvergere mot u(x,,,t,) for alle x,, = mh og
t, = nk. Men funksjonen u(z,t) er ikke eksakt lgsning av diffusjonsligningen (1). Forklar
hvorfor dette skjer, og finn en differensialligning som har @(x,t) som eksakt lgsning.
Svar: Metoden gir ikke konvergens mot den riktige lgsningen. I fglge Lax’s ekvivalensteorem er metoden
enten ustabil eller ikke konsistent. I oppgave b. har vi vist at metoden er stabil (von Neumann analyse
er strengt tatt ikke tilstrekkelig til & vise stabilitet, men gir en rimelig indikasjon). Altsa er det rimelig
a anta at metoden ikke er konsistent.

Dette kan verifiseres ved a Taylorutvikle differanseoperatoren

T _ U@ty + k) — u(@m, tn)
T = ﬁh,ku(xm,tn) = 3
1
- 7 ((P + P33Tt + k) + (p — p?)05u(Tm, tn))

k

Det enkleste er a gjore Taylorutviklingen rundt punktet (z,,t, + h/2), og sa benytte symmetriene sa

langt det gar. Det gir:
2

Lp gt = Ut — Ugy — Czuzzt +O(h? +K* + k)

slik at @(z,t) er lgsningen av ligningen

Up = Ugy + Zuxxt

Oppgave 2 Vi ser her pa Laplace’s ligning pa omradet ) angitt pa figuren.



Au =0, (x,y) € Q,

med randverdier

u(z,0) = 0, 0<x<0.75,
u(z, 1) = 0, 0<xz<0.5,
u(0y) = sinmy, 0<y<l,
uw(0.5,y) = sinmy, 05<y<I1,
FERD = X 0<A<L

der % = Vu- 7. Som figuren antyder, brukes
skrittlengde h = 0.25 bade i - og y-retning.
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n
4 /
3 2| 1

Finn en konsistent diskretisering av randkravet i noden merket 1, og sett opp et linesert lig-

ningssystem for alle de 5 ukjente i figuren.

Svar:

Forst finner vi at @ = %(2, 1). Avstanden 51 = h/2, og
lag = %. Dermed blir

d=t1g = h/(1/2)2 + (1/4)2 = hg

Siden A = % tilsvarer noden 1, ser vi na fra figuren at et
mulig valg er a sette
ou - U, —-Ug _ 1
on d 2
Men Ug er ikke kjent, sa vi bruker lineser interpolasjon
mellom Us og Ug. Resultatet blir
ZSQ

13 1.3
Ug~ =2Us + 52Uz = {Us + {Us

Dermed blir diskretiseringen av randkravet

4 3 1 1
— (U, - “Us— -Us) = =
U= 3Us = 302)
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For a sjekke konsistens ser vi pa Taylorrekka omkring node 1 (x,y) av eksakt lgsning innsatt i formel

1 h 3 h 1 ou 1 h
5

sa det fglger at randkravet er konsistent diskretisert.

Litt spesielt blir ogsa diskretiseringen i node 2 siden hg = %h, en far dermed

1,4 8
(Aw)e ~ 25 (3 Uv + 3Up + Uy +Us = 602) =0

For alle andre noder brukes vanlig 5-pktsformel. Innsatt randverdier far en da

Uy —1U; = thV5
%Ul —6U> +%U3 = -1
Us —4Us +Us = —% 2
Us —4Uy +Us = =2

U —4Us = —V2
For ordens skyld oppgir vi lgsningen (det var ikke spurt om denne)

21 = 0.1534, 20 = 0.3342, 25 = 0.4470, 24 = 0.7468, x5 = 0.5403



