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Oppgave 1

a) Ordensbetingelsene for en 3. ordens Runge-Kutta metoder er gitt ved:

∑

i

bi = 1

∑

i,j

biai,j =
1

2

∑

i,j,k

biaijajk =
1

6

∑

i,j,k

biaijaik =
1

3

En kan lett sjekke at koeffisientene i Butcher tabellen tilfredstiller disse betingelsene, s̊a
metoden er av orden 3.
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b) Vi ser at om vi velger velger metoden:

0 0 0
1
2

1
2

0
0 1

som tilsvarer øvre venstre 2 × 2 blokkmatrise av den oppgitte a matrisen. Den nye 2
niv̊a metoden er ikke noe annet enn eksplisitt midtpunkt. Vi vet at denne har orden 2,
noe vi ogs̊a kan kontrollere ved å sjekke at de to første ordensbetingelsene gitt over er
oppfylt.

Det embeddede RK-paret blir da:

0 0 0 0
1
2

1
2

0 0
3
4

0 3
4

0
0 1 0
2
9

1
3

4
9

c) N̊ar vi ser p̊a stabilitetsfunksjonen til en metode anvender vi metoden p̊a testligningen:

y′ = λy, y(0) = y0,

der λ er en konstant. Den eksakte løsningen er y = eλty0. Den numeriske
approsimasjonen etter et skitt er gitt som y1 = r(z)y0 der z = hλ og h skrittlengden til
metoden. r(z) er stabilitetsfunksjonen til metoden. Den eksakte løsningen i samme
punkt er ezy0. Siden metoden v̊ar er eksplisitt s̊a er r(z) et polynom. Fordi metoden er
av orden 3, er polynomet identisk med ez opp til orden 4:

r(z) = 1 + z +
1

2
z2 +

1

6
z3.

Den andre måten vi kan finne stabilitetsfunksjonen p̊a er å regne oss fram til den, med
utgangspunkt i r(z) = 1 + zbT (I − zA)−11. Dette uttrykket er oppgitt i læreboka.

Vi finner først I − zA:

I − zA =





1 0 0
− z

2
1 0

0 −3
4
z 1





Vi løser s̊a systemet (I − zA)ξ = 1, ved hjelp av for eksempel Cramers regel. Siden
metoden v̊ar er eksplisitt ser vi at det(I − zA) = 1. Vi f̊ar dermed at:
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ξ1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
1 1 0
1 −3

4
z 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

ξ2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 0
− z

2
1 0

0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 +
z

2

ξ3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
− z

2
1 1

0 −3
4
z 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 +
3

4
z +

3

8
z2

Dermed kan vi skrive opp stabilitetsfunksjonen direkte:

r(z) = 1 + zbT ξ = 1 + z +
1

2
z2 +

1

6
z3.

d) Niv̊a verdiene blir:

k1 = f(tn, yn)

k2 = f

(

tn +
1

2
h, yn +

1

2
hk1

)

k3 = f

(

tn +
3

4
h, yn +

3

4
hk2

)

De to løsningene blir:

y2
n+1 = yn + hk2

y3
n+1 = yn + h

(

2

9
k1 +

1

3
k2 +

4

9
k3

)

Ved å bruke uttrykket for ny skrittlengde fra notatet p̊a hjemmesiden til faget f̊ar vi:

hny = 0.9 ∗ h

√

h ∗ tol

κ
,

der κ = ||y3
n+1 − y2

n+1|| og tol er ønsket toleranse.
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Oppgave 2 Vi skal se p̊a numeriske løsning av varmeledningsligningen:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
,

p̊a omr̊adet Ω = [0, 1] × [0, 1] for t > 0 med initialbetingelse u(x, y, 0) = g(x, y). Vi krever at
løsningen er null p̊a randen av omr̊adet Ω. Vi diskretiserer i rom med lik skrittlengde b̊ade i
x- og y-retning. Dvs. h = ∆x = ∆y. Som vanlig velger vi å bruke 5-punkt stensilen for å
estimere Laplace operatoren ∇2. Vi f̊ar da den semidiskretiserte ligningen

U̇ =
1

h2
(∆2

0,x + ∆2
0,y)U.

Her er U en løsningsvektor som inneholder den diskrete løsningen i de indre nodepunktene av
omr̊adet Ω. Vi tar s̊a et skritt videre og diskretiserer i tid med forlengs Euler

Un+1 = Un +
∆t

h2
(∆2

0,x + ∆2
0,y)U

n.

Un er n̊a den diskrete løsningen i tidspunktet t = tn = n · ∆t. La oss skrive µ = ∆t
h2 .

a) Avbruddsfeilen Tn for metoden er gitt ved:

Tn = u(x, y, t + ∆t) − u(x, y, t)+

− ∆t

h2

(

u(x + h, y, t) − 2u(x, y, t) + u(x − h, y, t)

u(x, y + h, t) − 2u(x, y, t) + u(x, y − h, t)
)

Vi Taylor utvikler utrykkene p̊a de tre linjene om (x, y, t):

u(x, y, t + ∆t) − u(x, y, t) = ∆tut(x, y, t) +
1

2
(∆t)2utt(x, y, t) + O((∆t)3)

u(x + h, y, t) − 2u(x, y, t) + u(x − h, y, t) = h2uxx(x, y, t) +
1

12
h4uxxxx(x, y, t) + O(h6)

u(x, y + h, t) − 2u(x, y, t) + u(x, y − h, t) = h2uyy(x, y, t) +
1

12
h4uyyyy(x, y, t) + O(h6)
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Setter vi dette inn i uttrykket for avbruddsfeilen f̊ar vi, (der alle verdier skal evaluerers
i punktet (x,y,t)):

Tn = ∆t
(

ut − uxx − uyy

)

+

+
1

2
(∆t)2utt + O((∆t)3)+

− ∆t

h2

(

1

12
h4uxxxx +

1

12
h4uyyyy + O(h6)

)

=

=
1

2
(∆t)2utt −

1

12
∆th2(uxxxx + uyyyy) + O(h6).

Her har vi brukt at µ = ∆t/h2 er konstant, som gir at Tn = O(h4).

b) N̊ar vi diskretiserer i rom og tid f̊ar vi uttrykket:

Un+1 = Un + µAUn = (I + µA)Un,

der A er matrisen for 5-punkt stensilen. Egenverdiene til denne matrisen er gitt i
læreboka p̊a side 117:

λα,β = −4

[

sin2

(

απ

2(m + 1)

)

+ sin2

(

βπ

2(m + 1)

)]

, α, β = 1, . . . , m

Antal indre nodepunkter i hver retning i omr̊adet er n̊a m.

La B = (I + µA). Av teorem 13.4 (Lax ekvivalenstrorem) følger det at vi har
konvergens dersom ordenen er større enn èn og metoden er stabil. Vi vet fra forrige
deloppgave at metoden har orden høyere en 1, s̊a det gjenst̊ar å vise stabilitet. Siden A
matrisen er symmetrisk blir ogs̊a B matrisen symmetrisk. For en symmetrisk matrise
gjelder ||B|| = ρ(B). For å oppn̊a stabilitet må vi kreve at ρ(B) = ||B|| ≤ 1. Dvs. alle
egenverdier til B matrisen må være mindre enn 1.

|ρB| ≤ 1

|1 + µρ(A)| ≤ 1
∣

∣

∣

∣

1 − 4µ

[

sin2

(

απ

2(m + 1)

)

+ sin2

(

βπ

2(m + 1)

)]
∣

∣

∣

∣

≤ 1

Vi ser at 0 < µ ≤ 1/4 er lovlige verdier.
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Oppgave 3 Vi har f̊att oppgitt følgende Butcher tabellen til en kollokasjonsmetode

0 a1,1 a1,2 a1,3

1
2

5
24

1
3

a2,3

1 1
6

2
3

1
6

1
6

2
3

1
6

a) Det unike kollokasjonspolynomet er gitt av sine nullpunkter. Disse er de samme som c
verdiene i Butcher tabellen. Dermed er kollokasjonspolynomet gitt ved

N(t) =
∏

i

(t − ci) = t(t − 1

2
)(t − 1) = t3 − 3

2
t2 +

1

2
t.

N̊ar vi skal bestemme de a-verdiene som ikke er oppgitt i tabellen, sl̊ar vi bare opp
uttrykket for dem gitt i læreboken. Koeffisientene i A matrisen for en
kollokasjonsmetode er gitt ved

aij =

∫ ci

0

qj(τ)

qj(cj)
dτ, i, j = 1, . . . , ν,

hvor q(t) =
∏ν

i (t − ci) og qj(t) = q(t)/(t − cj). I v̊art tilfelle er antall niv̊aer ν = 3.

Vi ser umiddelbart at å bestemme første rad i A matrisen er veldig enkelt da

a1j =

∫ c1

0

qj(τ)

qj(cj)
dτ =

∫ 0

0

qj(τ)

qj(cj)
dτ = 0, j = 1, . . . , 3.

a2,3 er bestemt ved

a2,3 =

∫ c2

0

q3(τ)

q3(c3)
dτ,

n̊ar c2 = 1/2, q3(t) = (t − c1)(t − c2) = t2 − t/2 og q3(c3) = 1/2. Innsatt gir dette:

a2,3 =

∫ 1

2

0

2(τ 2 − 1

2
τ)dτ = 2

[

1

3
τ 3 − 1

4
τ 2

]
1

2

0

= − 1

24
.
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En mer elegant måte å finne a2,3 er å bruke at c2 =
∑

j a2j og f̊a
a2,3 = 1/2 − 5/24 − 1/3 = −1/24.

Dermed kan vi skrive den fullstendige Butcher tabellen.

0 0 0 0

1
2

5
24

1
3

− 1
24

1 1
6

2
3

1
6

1
6

2
3

1
6

b) Vi bruker notatet for kollokasjonsmetoder for å finne stabilitetsfunksjonen til metoden:

r(z) =

∑3
i=0 N (3−i)(1)

∑3
i=0 N (3−i)(0)

=

=
N (3)(1) + zN (2)(1) + z2N ′(1) + z3N(1)

N (3)(0) + zN (2)(0) + z2N ′(0) + z3N(0)
.

De derivert av N(t) finner vi lett:

N(t) = t3 − 3

2
t2 +

1

2
t N ′(t) = 3t2 − 3t +

1

2
N ′′(t) = 6t − 3 N (3)(t) = 6

Vi setter inn uttrykkene for de derivert og f̊ar stabilitetsfunksjonen:

r(z) =
6 + 3z + 1

2
z2 + 0 · z3

6 − 3z + 1
2
z2 + 0 · z3

=
1
12

z2 + 1
2
z + 1

1
12

z2 − 1
2
z + 1

.

c) Er metoden A-stabil? Vi ser p̊a

|r(iy)| =

∣

∣

∣

∣

(1 − y2/12) + iy/2

(1 − y2/12) − iy/2

∣

∣

∣

∣

= 1.

Polene til den rasjonale funksjonen r(z) er gitt ved nullpunktene til nevneren

1

12
z2 − 1

2
z + 1 = 0
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Dvs.

z =
6 ±

√
36 − 4 · 1 · 12

2
=

6 ±
√

36 − 48

2
= 3 ± i

√
3.

Siden begge polene ligger i det høgre halvplanet og |r(iy)| = 1 følger det av lemma 4. 3
i læreboka at |r(z)| ≤ 1, ∀z ∈ C− og dermed er metoden A-stabil. Eventuelt kan en
merke seg at stabilitetsfunksjonen vi har f̊att st̊ar oppført p̊a side 62 i læreboka.


