Lgsningsforslag til eksamen i SIF5045 Numerisk
lgsning av differensialligninger med differenseteknikker

Oppgave 1

a) Lokal avbruddsfeil T" er

T =25y(xy, + 4h) — 48y(x, + 3h) + 36y(x, + 2h)
- 16y(mn + h) + 3y($n) - bhy/(xn)
=(12 — b)hy' (z,) + (48 — b)h%y" (z,) + O(h?).

Altsa: Eksakt orden for b = 12.

b) Bruker Dahlquist sitt ekvivalensteorem:
Konvergens < rotbetingelsen og orden > 1.

Vi har orden lik 1.
For rotbetingelsen ma vi sjekke rettene til p(r),

p(r) = 25r* — 48r% + 36r? — 161 + 3.
Vi ser at p(1) = 0, altsa far vi

p(r) = (r —1)(25r% — 23r? 4 13r — 3)
= (r—1)(r —0.3815)(r — r1)(r — r2),

hvor |rq| = |re| = y/rir2 = 0.5609. Altsa tilfredstiller metoden rotbetingelsen
og er derfor konvergent.

c) Vi har en 4-skritts BDF-metode av orden 4, gitt i boken. Vi finner lett av
orden 4 at
b=12.

For feilkonstanten har vi med p(w) = 25w* — 48w? + 36w? — 16w+ 3, o(w) =
120, b= 12,

12

plw) — 120" In(w) = —=(w = 1)° + O((w - 1)°),

altsd er feilkonstanten ¢ = —12.
d) Siden vihar en 4-skritts BDF-metode av orden 4 sier Teorem 2.4 at metoden

er konvergent.

e) Av Teorem 4.11 kan vi ikke ha hgyere orden enn 2 for en flerskrittsmetode
som er A-stabil. Var metode er av orden 4 og er derfor ikke A-stabil.



Oppgave 2

a) Vi setter:

1
Ay=1/(m+1)
Ar=1/(m+1) 1
Den numeriske tilnsermelsen blir
1
2 2 2
= — = A = A = —\
aVi . +bVi, 6h°, h x V=

Dette er ekvivalent med
an,Lj + (—2(1 — Qb)Ui)j + anJrl,j + bUi)jfl + bUi,jJrl = —6h2.

Beregningsmolekylet blir

®
(a) —2a — 20—(a)
®

som leder til AU = F hvor

B bl 0

A= broe eRmzxm2
.. bl
0 bl B



med

—2a—2b a 0
B= “ R e R™™
‘ . ‘ . a
0 a —2a—2b
0og
1 g11 911
F=—16h*| : | —a| : |—=b| = |,
1 Gmm Gram
hvor
9(0,jAy) i=1 g9(iAy,0) j=1
gij = 4 g(1,jAy) i=m og ggj =14 g(iAy,1) j=m
0 ellers, 0 ellers.

b) Vi anvender beviset for Teorem 7.4 og finner lett at A er reguleer siden a
og b er positive.

Oppgave 3

a) Vihar

At

UinJrl _ Un ‘uvo wUnJrl (UnJrl 2Uin+l + Ulnjrll)’ = m (1)

1+1
Avbruddsfeilen T;* utvikler vi om ¢,,41 og far

T = wi(zistng1) — wi(@itngr — At) — p(u Z:—ll - 2“?4_1 + u?j—ll)

= (Atu; — Ar?pug, + O(AF?) + O(Azt))r+!
N——

=At
= (At (g — tge) +O(Ah)) P (2)
=0

= O(Azh).

b) Vi subtraherer (1) fra (2) og setter e = ul* — U™
e;’LJrl — 6? +/L(e?—:rll % n+l +€n+l) Tin'
Vi setter |T7"| < CAz* og 1™ = max; |e}:

(14 2p)[ef ™ <™ + 2un™ + CAZ*.



Dette gir

(14 2p)n™ ™+t <n® 4 2pm™ ' + CAz?
= "t <"+ CAx?
= " <CnAz* = CnAz?Az?
=Cnpu ' AtAz?
=Cu~ 't Az?, t* =nAt.

Altsa: n™ — 0 nar Az — 0 og u holdes konstant.



