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Oppgave 1 Gitt S/R-problemet

Ou 0%u
E = —a—x‘s, O<z<l, t>0 (1)
wz,0) = 1, 0<z<1 (2)
ou
%(O’ t) - U(O, t)a t>0 (3)
uw(0,t) = 1, t>0 (4)
w(l,t) = 1, t>0 (5)

hvor u er den ukjente lgsningen til differensialigningen.

a) Diskretiser denne ligningen ved & benytte sentraldifferenser i rom, og Eu-
lers metode i tid. Definer vektoren [U7,...,Uxl,h = 1/(M + 1), og vis at
differensmetoden oppfyller en rekurrenslignig av typen

U'n+1 — CUn, C e RM:L‘M (6)
Bestem matrisen C.

b) Lar = k/h? der k er tidskrittet, og vis at metoden er stabil for skrittlengder
som oppfyller 2r < 1.
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c) Erstatt randkravet i ligning (4) med flgende randkrav:

%(O,t) =u(0,t), t>0 (7)

Diskretiser S/R-problemet ovenfor (med ligning (7) istedet for ligning (4))
ved a benytte sentraldifferenser i rom, og Eulers metode i tid. Anta et rek-
tanguleert grid med 0z = h = 0.1 og 6t = k = 0.002, hvor randkravet i
ligning (7) approksimeres med sentral-differanser. Bruk denne diskreti-
seringen til beregne numerisk lgsning i punktene (1,0.002) og (1,0.004) i
x-t planet.

Oppgave 2 Gitt det to-dimensjonale Poisson problemet

~Viu = f i Q (8)
med fglgende randkrav:

u = 0 pi 80p (9)

ou .

ol 0 pa OQn. (10)

hvor u er den ukjente lgsningen og f er pafgrt belastning . Omridet 2 € R?
antas 4 veere et polygon med rand 02 og flatenormal n, se Figur 1. Vi antar
homogene Dirichlet og Neumann randkrav langs henholdsvis dQp og 0Qy. Her
er 0Q)y unionen av det halvapne intervallet (—1,0] langs x-aksen og det halvapne
intervallet {0, 1) langs y-aksen, samt at 0Q2p = 9\ Q. Den pafgrte belastning
f antas veere konstant i hele omradet (2.

a) Bruk Galerkins metode og finn den svake formen (variasjonsproblemet) for

Poisson PDE-problemet gitt i ligning (8)-(10) pa fglgende form: Finn u € X
slik at

a(u,v) = l(v) YveX (11)
Spesifiser spesielt X, a og [ for dette problemet.

b) Anta at vi velger & bruke endelig elementmetode for & lgse (11) numerisk.
Formuler det tilhgrende endelig element variasjonsproblemet.

I Figur 1 vises omradet {2 som er diskretisert med 3 bilineeere firkanter.

c) Beregn leddene a(¢1,¢1) og I(¢1), hvor ¢; er basisfunksjonen tilhgrende
node 1 i Figur 1.

d) Finn up, € X}, dvs. lgs elementmetodeproblemet vist i Figur 1.
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Figur 1: Omradet ) diskretisert med 3 bilinezre firkanter og 8 noder.

Oppgave 3

Vi ser pa det hyperbolske problemet

ou Ou

—_— — = — >

6t+a8:z: 0, co<z<oo, t>0 (12)
u(z,0) = f(z), —o0<z< o0, (13)

hvor a er en konstant og u er den ukjente lgsningen til differensialligningen.
a) Hvis vi antar en differenseformel pa formen

Uit = a UL + aoU} + oy U7, (14)

Hva er en ngdvendig betingelse for konvergens? Begrunn svaret
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Lax-Wendroffs metode for denne ligningen er:

: : . : 1 .

Uit = U7 = 2 (Ul — ULy) + 5(ap)?6207 (15)
Her har vi brukt romlig skrittlengde lik h og skrittlengde i tid lik k samt at
p=k/h.

b) Vis at lgsningen u til (12) er lgsning til Lax-Wendroff ligningen (15) nar
ap = 1. Kommenter dette resultatet i relasjon til det hyperbolske proble-
mets (12) karakteristikker.

c) La a = 4 og f(z) = sin %’ i det hyperbolske problemet ovenfor. Anta at
vi bruker Lax-Wendroffs differansemetode til & lgse dette problemet med
k = 0.25 og h = 1. Finn den numerisk beregnede lgsningen i punktene (0, 4)

og (4,8) i x-t planet.

Gitt fglgende system av differensialligninger:

St ta = 0 (16)
ow ov Ow
N 46_22_% =0 17

d) Vis at systemet av differensialligninger gitt i (16) og (17) er hyperbolskt.

e) Finn karakteristikkene til det hyperbolske systemet gitt i (16) og (17).



