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Oppgave 1 La G = Z6 × Z8.

a) La g = (1, 1) i G. Hva er ordenen til elementet g? Forklar hvorfor G ikke er
en syklisk gruppe.

b) Finn et element av orden 12 i G. Hvor mange elementer finnes det av orden
12 i G?

Oppgave 2 La Z2[x] være ringen av alle polynomer i en variabel x over krop-
pen Z2.

a) Vis at p(x) = x3 + x + 1 er et irredusibelt polynom over Z2. Forklar hvorfor
F = Z2[x]/⟨p(x)⟩ blir en kropp, og hvorfor den har 8 elementer.

b) La α = x + ⟨p(x)⟩ i F . Regn ut

(y + α)(y + α2)(y + α4)

i F [y], og vis at det er lik p(y).

Oppgave 3 La G være en gruppe av orden 2001 = 3 · 23 · 29.

a) Bruk Sylowteori til å vise at G har en normal undergruppe H1 av orden 23
og en normal undergruppe H2 av orden 29.

b) La H1 og H2 være som over, og la

H1 · H2 = {h1h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2},

som er en delmengde av G. Siden H1 er en normal undergruppe av G, så er
H1 · H2 en undergruppe av G (Skal ikke vises). Gi minst en definisjon eller
karakterisering av når en undergruppe K av G er normal. Vis at H1 · H2 er
en normal undergruppe av G.
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Oppgave 4 La G være en endelig gruppe med to normale undergrupper H1
og H2.

a) Definer
φ : G → G/H1 × G/H2

ved at
φ(g) = (gH1, gH2).

Vis at φ er en homomorfi av grupper.

b) Vis at det finnes en en-til-en (injektiv) homomorfi av grupper

G/(H1 ∩ H2) → G/H1 × G/H2.

Vis at denne homomorfien er en isomorfi av grupper hvis og bare hvis

|H1||H2|
|H1 ∩ H2|

= |G|.

Oppgave 5 La G være en endelig syklisk gruppe av orden n > 1 med generator
a, dvs. G = ⟨a⟩. Minner om at Eulers phi-funksjon φ er gitt ved at

φ(n) = |{d ∈ {1, 2, . . . , n} | gcd(d, n) = 1}|,

dvs. φ(n) er antall heltall i mengden {1, 2, . . . , n} som er relativt primisk til n.

a) For en divisor d av n, vis at antall elementer i mengden

{g ∈ G | |g| = d}

er gitt ved Eulers phi-funksjon φ(d), dvs. vis at antall elementer i G med
orden d er gitt ved φ(d).

b) Vis at ∑
d|n

φ(d) = n.


