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Oppgave 1 (Oversikt)
For hvert av de følgende utsagnene, angi om det er sant eller usant (ingen bevis
nødvendig).

(i) Det finnes en bijektiv funksjon Q→ N.

(ii) Alle lp-rommene, 1 ≤ p ≤ ∞, er Hilbert-rom.

(iii) Alle lineære transformasjoner Rn → Rm, med n,m ∈ N, kan realiseres av
matriser.

(iv) Funksjonen t 7→ sin(1/t) ligger i den lukkede enhetsballen i BC((0, 1),R)
(med standard supremumsnorm).

(v) Rangen til en matrise er alltid den samme som dimensjonen til dens nullrom.

(vi) For enhver ortonormal følge av vektorer {ej}j i et Hilbert-rom, og enhver
følge {cj}j ∈ l2 av skalarer, har en 〈∑j cjej,

∑
k ckek〉 = ∑

j |cj|2 .

(vii) Cauchy–Schwarz-ulikheten holder i ethvert Banach-rom.

(viii) Mengden {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + 2x2

2 ≤ 1} er konveks.

(ix) L2((−π, π),R) er isometrisk isomorf med dets duale.

(x) Initialverdiproblemet ẋ =
√
x, x(0) = 0, har en unik løsning u ∈ C1([0,∞),R).

Oppgave 2 (Lineære transformasjoner)
Denne oppgaven er ment å teste kjennskap til definisjoner og grunnleggende regne-
ferdigheter.

a) Avgjør bildet til matrisen

A = 1√
2

[
1 1
1 −1

]

sett på som en avbildning R2 → R2. Er A inverterbar; selvadjungert; nilpo-
tent; unitær? For hvert av konseptene, gi definisjonen sammen med svaret
ditt.

b) Hva er operatornormen til A?

c) Gitt at cosh(t) = et+e−t

2 og sinh(t) = et−e−t

2 , hva er exp(tA)?
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Oppgave 3 (Metriske rom)
La d være distansen på R gitt ved

d(x, y) = 1
π
|arctan(x)− arctan(y)| .

a) Verifiser at d er en metrikk på R.

b) Vis at den åpne enhetsballen i (R, d) også er lukket, samt at (R, d) ikke er
et komplett metrisk rom.

Oppgave 4 (Spektralteori)

a) En 2× 2 symmetrisk matrise har en egenverdi 4 med tilhørende egenvektor
(1, 2). Matrisen har også en egenverdi 1. Bruk dette til å bestemme matrisen.

b) Uttrykk

A =

3 0 0
0 4 −1
0 1 2


på Jordan normalform ved å finne både J og basisskiftematrisen T i A =
TJT−1. Hint: matrisen har en egenverdi av trippel algebraisk multiplisitet.

Oppgave 5 (Indreprodukt, Hilbert-rom)

a) I R4, la

M = span{(1, 2, 3, 2), (1, 0, 1, 1)} og y = (2, 0, 3, 1).

Beregn d = dist(y,M). Finnes det et punkt x0 ∈M med ‖x0 − y‖ = d (hvis
dette er tilfellet, forklar hvorfor og finn dette; hvis ikke, begrunn hvorfor det
ikke kan finnes)?

b) Vis at det finnes en c ≥ 0 slik at∫ π

−π
x(t) sin(2t) dt ≤ c

(∫ π

−π
|x(t)|2 dt

)1/2
,

for hver x ∈ C([−π, π],R), og at c =
√
π er den minste mulige.

c) La H være et Hilbert-rom (reelt eller komplekst) med indreprodukt 〈·, ·〉 og
en ortonormal basis {ej}j∈N. Gitt et element y ∈ H, vis at avbildningen
x 7→ ∑

j∈N〈x, ej〉〈ej, y〉 er en begrenset lineær funksjonal på H.


