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Faglig kontakt under eksamen: Mats Ehrnström, 735 917 44

Eksamen i TMA4145 Lineære metoder

Fredag, 16. august 2013
Tid: 09:00 – 13:00

Hjelpemidler: Kode D
Sensur: Fredag, 6. september 2013

Ingen trykte eller håndskrevne hjelpemidler tillatt; kalkulator Citizen SR-270X (også College) eller Hewlett Packard HP30S. En-

hver korrekt løst oppgave gir 10 poeng. I hver oppgave gir deloppgaver samme antall poeng, utenom oppgave 2 og 5, hvor siste

deloppgaven gir ett ekstra poeng. Alle svar skal motiveres grundig (bortsett fra i oppgave 1).

Oppgave 1 (Oversikt)
For hvert av de følgende utsagnene, avgjør hvorvidt utsagnet er korrekt eller galt (du trenger
ikke gi noe begrunnelse).

(i) Rn er et Hilbertrom (n ≥ 1).

(ii) Matrisen
[
0 1
1 3

]
er inverterbar.

(iii) Alle Banachrom er uendeligdimensjonale.

(iv) En lineær transformasjon mellom to normerte rom er begrenset hvis og bare hvis den er
kontinuerlig.

(v) For en kvadratisk matrise A ∈ Mn×n(R) er basisen av løsninger til ẋ = Ax (n − 1)-
dimensjonal.

(vi) Relasjonen ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 kalles parallellogramidentiteten.

(vii) For enhver mengde finnes det en metrikk som gir mengden strukturen til et metrisk rom.

(viii) Lipschitzkontinuerlige funksjoner er kontinuerlige.

(ix) Følgen {fn}n≥1 av funksjoner fn : x 7→
∑n

k=0
xk

k!
konvergerer i BC([0, 1],R), rommet av

begrensede og kontinuerlige reelle funksjoner på intervallet [0, 1].
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(x) lp-rommene, 1 ≤ p ≤ ∞, er refleksive.

Oppgave 2 (Avbildninger, funksjonsrom og Lipschitzkontinuitet)

a) Bestem mengden av konstanter a slik at matrisen

A =

1 2 a
1 a 0
5 −2 −1


definerer en injektiv avbildning R3 → R3. For slike a, er samme avbildning også surjektiv?

b) Avgjør om funksjonen f : x 7→ sin(1/x) tilhører rommet BC((0, 1),R) av begrensede og
kontinuerlige reelle funksjoner på intervallet (0, 1).

c) Avgjør om funksjonen f fra b) er globalt Lipschitzkontinuerlig på (0, 1).

Oppgave 3 (Spektralteori, differensiallikninger) La A =

[
1 2
−2 −3

]
.

a) Uttrykk A ved Jordan normalform TJT−1.

b) Finn løsningen til initialverdiproblemet

ẋ = Ax, x(0) = x0,

for en generell initialbetingelse x0 ∈ R2.

Oppgave 4 (Indreprodukter, minste avstand)

a) Vis at normen ‖ · ‖∞ gitt ved supt∈R |x(t)| ikke kan utledes fra et indreprodukt (normen
er definert på alle begrensede og kontinuerlige reelle funksjoner).

b) I L2((−π, π),C) med indreprodukt 〈x, y〉 = 1
π

∫ π
−π x(t)y(t) dt, finn den minste avstanden

mellom mengden M = span{1, eit, e2it} og funksjonen x0 gitt ved x0(t) = t.
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Oppgave 5 (Begrensede lineære transformasjoner, Banach- og Hilbertromteori)
For hver av de følgende lineære transformasjonene, bestem operatornormen og gi et eksempel
på et element for hvilket normen oppnås (det vil si, bestem verdien av ‖T‖ og finn et element
x ∈ X forskjellig fra 0 slik at ‖Tx‖Y /‖x‖X = ‖T‖, der T : X → Y er gitt i den respektive
deloppgaven).

a) T : l1(R)→ l1(R) gitt ved

T (x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .).

b) T : L2((−π, π),R)→ R gitt ved

T (f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(x) dx.

c) T : L2((−π, π),C)→ L2((−π, π),C) gitt ved

T (f)(ξ) = 1√
2π

∫ π

−π
f(x) exp(ixξ) dx.

Oppgave 6 (Gram–Schmidt-ortonormalisering)

a) Utfør Gram–Schmidt ortonormalisering på kolonnevektorene A1, A2 og A3 til

A =

1 2 4
2 3 6
3 4 9

 .
Gi tilsvarende QR-dekomposisjon av matrisen A.

b) La {x1, x2, . . .} være en følge av lineært uavhengige vektorer i et indreproduktrom. Gi
en skikkelig induktiv definisjon av vektorene {e1, e2, . . .} som konstrueres i den vanlige
Gram–Schmidt ortonormaliseringen og bevis at {ej}j virkelig er en ortonormal følge som
spenner ut samme lukkede lineære følge som {xj}j.


