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Oppgave 1.

Svar på fire av de følgende oppgavene.

i Gi definisjonen av ei Cauchy følge i et metrisk rom.

ii Si hva det menes med at en lineær funksjon er en isomorfi.

iii Gi definisjonen av en eigenvektor og eigenverdi av en lineær funksjon.

iv Gi definisjonen av en norm på et vektorrom.

v Formuler resultat som lenker begreper konvergent følge og Cauchy følge i et
metrisk rom.

vi La V være et indreproduktrom og C ⊆ V et underrom. Hvilke krav på C
sikrer at hvert punkt i V har et nærmest punkt i C?

vii Formuler ett av faktoriserings teoremene om matriser.

viii Formuler Cauchy—Schwarz ulikhet.

Oppgave 2.

1. La T : [0, 1/2]→ [0, 1/2] være funksjonen T(x) = x3. Vis at denne er en kontrak-
sjon. Denne identiteten kan brukes:

a3
− b3 = (a − b)(a2 + ab + b2).

Hva er kontraksjonens konstanten?

2. Ved å bruke Banach’s fikspunktteorem, estimer hvor mange ledd som trengs
for å vite at følgen som starter ved x0 = 1/2 avviker med høyst 0.01 fra
fikspunktet. Hvor mange ledd trengs egentlig?
(Husk at alle svar må bevises.)
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3. Vis at i ulikheten
|T(T(x)) − T(x)| ≤ β |T(x) − x|

eksisterer det en bedre verdi for β enn kontraksjons konstanten (identiteten
over kan hjelpe). Ved bruk av denne verdien i Banachs fikstpunktteorem,
hvor mange ledd trengs for å vite at følgen som starter ved x0 = 1/2 avviker
med høyst 0.01 fra fikspunktet?

Oppgave 3.

En matrise A har LU–faktorisering med:

L B


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1

 , U B


2 0 3 −1 4
0 1 0 2 −1
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0


1. Hva er Rank(A) og dim ker(A)?

2. Hvilke av de følgende vektorer ligger i im A?

(a)


1
2
2
3

 (b)


1
0
2
1

 (c)


2
1
2
0


3. Finn QR–faktoriseringen av L og skriv ned QR–faktoriseringen av A.

Oppgave 4.

La:

W B


v


2
4
−1
−1
0

 + w


−3
−3
0
2
0

 + x


−3
−3
1
1
1

 + y


3
3
−1
−1
0

 + z


2
4
0
−2
0

 :
v − w − x + y + z = 0

x − 2y − 2z = 0
2v − 2w − x = 0


, og b =


2
0
0
0
0

 .
Finn det punktet i W som ligger nærmest b.

Oppgave 5.

Denne oppgaven handler om C([0, 1],R) med normer:∥∥∥ f
∥∥∥
∞
B sup{

∣∣∣ f (t)
∣∣∣ : t ∈ [0, 1]},∥∥∥ f

∥∥∥
2
B

∫ 1

0

∣∣∣ f (t)
∣∣∣2 dt.

1. For t ∈ [0, 1], la et : C([0, 1],R) → R vær “evaluering mot t”: et( f ) = f (t). Vis
at et er kontinuerlig når C([0, 1],R) har metrikken fra ‖·‖∞.

2. For n ∈N, la fn : [0, 1]→ R være funksjonen fn(t) = tn. For hver t ∈ [0, 1] vis at
følgen (et( fn)) konvergerer iR, og identifiserer grensen. Forklar hvordan man
kan konkludere at følgen ( fn) ikke konvergerer i C([0, 1],R) med metrikken
gitt av ‖·‖∞.

3. Vis at ( fn) konvergerer da C([0, 1],R) har metrikken gitt av ‖·‖2 og identifiser
grensen.


