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Oppgdve 1.

Svar pa fire av dei folgande oppgavene.

i

ii.

iii.

iv.

Vi.

Vii.

viii.

Gi definisjonen av ei folge i eit metrisk rom som er Cauchy.

Gi eit eksempel pé eit komplett metrisk rom og pa eit metrisk rom
som ikkje er komplett.

Gi ein definisjon av ein funksjon fra eit metrisk rom til eit anna som
er kontinuerleg i eit punkt.

Formuler Banachs fikstpunktteorem.

. Formuler eitt av faktoriseringsteorema for matriser; der du forklarer

eigenskapa til matrisene.
Gi definisjonen av ein norm pa eit vektorrom.
Formuler Cauchy-Schwarz ulikskap.

Kva er hovudeigenskapen til den adjungerte av ein kontinuerleg
linecer funksjon pa eit Hilbert rom?
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Oppgave 2.
La funksjonen g: R X R — R vere definert ved:

_Jy—-x fory=x
8t.y) = {1 elles

1. Sidan g ikkje er symmetrisk, sa kan den ikkje definere ein metrikk
pa R. Vis at g tilfredstiller dei andre eigenskapa til ein metrikk.

(Sidan g ikkje er symmetrisk, er det viktig at trekantulikskapen ut-
trykkast som:

d(x,z) <d(x,y) +d(y, z).)

2. Sjelv om g ikkje definerer ein metrikk pa IR, kan vi seie at ei folge
(xn) 1 R er g-konvergent hvis den oppfyller felgande vilkér: at det
eksisterer x € R (som kallast g—grensa) slik at for alle € > 0 eksisterer
detein N € N slik at hvisn > N sd er g(x, x,,) < €.

Vis at (1/n) er g—konvergent og finn g—grensa. Er (—/x) ei g—konvergent
folge?

3. Gi ei karakterisering av dei folgene som er g-konvergente.

Hyvis du ikkje kan finne ei fullstendig karakterisering, prov a finne
ei som seier «Hvis (x,) har ein bestemt eigenskap, sa er den g-
konvergent.».

Det er ikkje nedvendig at du viser at karakteriseringa di er korrekt,
men du ber gi ei skisse av beviset som viser hovedpunkta.

Oppgave 3.

La T: R* - R* vere ein lineer funksjon. Anta at det eksisterer a4,b € R
slik at T har fglgande matrise.

1 1 3 a
0 2 -1 -1
00 3 1
00 0 b

1. Finn eigenverdiar og eigenvektorane til T, uttrykt ved a og b.
2. For kva verdiar av 4 og b har R* ein basis av eigenvektorane av T?

3. Eksisterer det a og b slik at R* har en ortonormal basis av egenvek-
torer til T?
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Oppgave 4.

La Poly, vere vektorrommet av polynom som har reelle koeffisienta og
grad hegst 3. Definerer indreproduktet pa dette rommet ved:

1
.9 = f ) p(t)g(t)dt.

La W C Poly, vere underrommet av polynom p(t) som oppfyller felgande
vilkar:

1 1
2 _ 3
3 j: 1(t + p(t)dt = I 1(1+5t )p(t)dt
1 1
f (=612 + 52)p(Hdt = f (=2 + 3t)p(H)dt
-1 -1

1 1
f (=3 + 6t)p(t)dt = f (=9t* + 108)p(t)dt
-1 -1

Finn det naermaste punktet i W til p(t) = 3> — 5¢°.

Oppgdve 5.
I denne oppgava bruker vi C([0, 1], C) med sitt standard indreprodukt:

1
f9= [ fot
Vi skriv |||| for denne normen.

1. Lae € (0,1] og a € R. Definer ein lineaer funksjon ., : C([0,1],C) —
C ved:

1
Yenlf) = f e,

Vis at ¢ o er kontinuerleg og finn verdien av:

supl[vpea(f)| : [|f] = 1)-

2. For f € C(]0,1],C) sja pa folga (¢n),(f)). For kva verdiar av a har
denne alltid ei grense?

3. Forklar hvorfor det for desse verdiane av « eksisterer eit element
¢a € L*(0,1) slik at for f € C([0, 1], C):

1
g =tim [ s

Er g € C([0,1],C)?



