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Oppgåve 1

a) Oppgje (utan prov) om påstanden er sann eller usann.

1. Ein Lipschitz-kontinuerleg funksjon er uniformt kontinuerleg.
2. Verdimengda til ein lineær operator T på eit normert rom X er alltid

lukka.
3. Anta at f er ein funksjon på R. Då definerer d(x, y) = |f(x)− f(y)| ein

metrikk på R.
4. Rn med ‖(x1, x2, ..., xn)‖∞ = maxi |xi| er komplett.
5. Ein kontraksjon på eit ikkje-null metrisk rom har eit unikt fikspunkt.

b) Definer følgjande omgrep.

1. Definer det ortgonale komplementet til eit underrom M av eit Hilbert-
rom H.

2. Lat T vera ein lineær operator mellom to normerte rom (X, ‖.‖X) og
(Y, ‖.‖Y ). Definer operator-norma til T .

3. Lat T vera ein lineær avbilding av Cn. Definer kva ein generalisert
eigevektor til T er.

4. Anta at f er ein funksjon mellom to metriske rom (X, dX) og (Y, dY ).
Definer kva det vil seie at f er uniformt kontinuerleg.

5. Definer kva ein nullpotent operator T : V → V er, for eit endeleg-
dimensjonalt vektorrom V .

Oppgåve 2 La P2 vera rommet av polynom av grad høgst 2, og la T vera den
lineære operatoren definert på P2 ved Tf(x) = −f(x)− f ′(x).

a) Finn matrise-representasjonen til T i forhold til basisen 1, x, x2 for P2 og det
karakteristiske polynomet.

b) Finn dei generaliserte eigevektorane og eigeverdiane til T . Finn ein basis for
rommet av generaliserte eigevektorer.
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Oppgåve 3 Me betraktar matrisa A =

 1 1 1
1 −1 0
−1 0 1

 .

a) Finn eigeverdiane og eigevektorane til A∗A.

b) Finn singulærverde-dekomposisjonen av A.

Oppgåve 4 La T vera den lineære operatoren definert på `2 ved

T (x1, x2, ...) = (0, 2x1, x2, 2x3, ...).

a) Vis at T er ein avgrensa operator på `2 og bestem den adjungera til T . (Ope-
ratoren kan sjåast på som komposisjonen av ein multiplikasjons-operator og
ein venstreforskuvings-operator på `2.)

b) Bestem kjerna og verdemengda til T . Bruk desse resultata til å finne kjerna
og verdemengda til T ∗.

Oppgåve 5 La (X, 〈., .〉) vera eit indreproduktsrom.

a) Definer den lineære funksjonalen ϕy(x) := 〈x, y〉 for ein fiksert y ∈ X. Vis at
ϕy : X → C er avgrensa.

b) Anta at (xn) og (yn) er konvergente følgjer, med limn xn = x og limn yn = y.
Vis at limn〈xn, yn〉 = 〈x, y〉.

Oppgåve 6 Vi definerer ei matrise og ein vektor:

A =

5 1 0
2 8 0
0 1 3

 og b =

1
2
3

 .

a) Bruk Banach fikspunktteorem til å løyse Ax = b for det normerte rom-
met (R3, ‖.‖∞). Det vil seie, skriv Ax = b på forma x = Bx + c slik
at B er ein kontraksjon med konstant K på R3 med omsyn på norma
‖y‖∞ = max{|y1|, |y2|, |y3|}. Vis så at ein kan løyse dette problemet ved
iterasjon frå vilkårleg startpunkt x0 ∈ R3.
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b) Vi lar x̃ nemne problemets fikspunkt og (xn) følgja av iterasjonar. Vis at

d∞(xn, x̃) ≤ Kn

1−K
d∞(x0, x1),

kor K er kontraksjons-konstanten K frå del a).


