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Oppgave 1

a) Oppgi (uten bevis) hvorvidt pastanden er sann eller usann.

1. En Lipschitz-kontinuerlig funksjon er uniformt kontinuerlig.

2. Verdimengden til en lineszer operator 7' pa et normert rom X er alltid
lukket.

3. Anta at f er en funksjon pa R. Da definerer d(z,y) = |f(z) — f(y)| en
metrikk pa R.

4. R™ med ||(z1, za, ..., Ty)||co = max; |z;| er komplett.

5. En kontraksjon pa et ikke-null metrisk rom har et unikt fikspunkt.

b) Definer fplgende begrep.
1. Definer det ortogonale komplementet til et underrom M av et Hilbert-
rom H.

2. La T vere en lineer operator mellom to normerte rom (X, ||.||x) og
(Y. ]|.|ly)- Definer operator-normen til 7.

3. La T veere en lineser avbildning av C". Definer hva en generalisert
egenvektor til T er.

4. Anta at f er en funksjon mellom to metriske rom (X, dx) og (Y,dy).
Definer hva det vil si at f er uniformt kontinuerlig.

5. Definer hva en nullpotent operator 7' : V' — V er, for et endelig-
dimensjonalt vektorrom V.

Oppgave 2 La P, veere rommet av polynomer av grad hgyst 2, og la T" vaere
den linezere operatoren definert pa Py ved T'f(z) = — f(z) — f'(x).

a) Finn matrise-representasjonen til 7' i forhold til basisen 1,x,2? for Py og
dens karakteristiske polynom.

b) Finn de generaliserte egenvektorene og egenverdiene til 7. Finn en basis for
rommet av generaliserte egenvektorer.
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Oppgave 3 Vi betrakter matrisen A= 1 —1 0
-1 0 1

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A*A.

b) Finn singuleerverdi-dekomposisjonen av A.

Oppgave 4 La T veere den linesere operatoren definert pa % ved
T(Jfl, T2, ) = (O, 2ZL’1, Ta, 2%37 )

a) Visat T er en begrenset operator pa £? og bestem den adjungerte til T'. (Ope-
ratoren kan betraktes som komposisjonen av en multiplikasjons-operator og
venstreforskyvnings-operator pa ¢2.)

b) Bestem kjernen og verdimengden til 7. Bruk disse resultatene til & finne
kjernen og verdimengden til 7.

Oppgave 5 La (X, (.,.)) veere et indreproduktsrom.

a) Definer den linezere funksjonalen ¢, (x) := (z,y) for en fiksert y € X. Vis at
¢y + X — C er begrenset.

b) Anta at (z,,) og (y,) er konvergente folger, med lim, z,, = x og lim,, y,, = y.
Vis at lim,, (x,, yn) = (z,y).

Oppgave 6 Vi definerer folgende matrise og vektor:
510 1
A=12 8 0| og b= |2
01 3 3

a) Bruk Banachs fikspunktteorem til & lgse Az = b for det normerte rommet
(R3,|.]|oc)- Det vil si, skriv Az = b pa formen x = Bx + c slik at B er
en kontraksjon med konstant K p& R med hensyn pa normen ||yl =
max{|y1|, |y2l, |ys|}. Vis sa at man kan lgse dette problemet ved iterasjon fra
vilkarlig startpunkt xy € R3.
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b) Vi lar & betegne problemets fikspunkt og (z,) felgen av iterasjoner. Vis at

d 7) <
oo(xnax) “1_K

doo(%, -’El),

hvor K er kontraksjons-konstanten K fra del a).



