
For hver oppgave: Tolk alle formlene i de forskjellige modellene, finn ut hvilke
formler som er oppfylt i hver av modellene.

1. Oppgave 1

Førsteordens språk S:
Konstantsymboler: a, b
Funskjonssymboler: f( , ) og g( ) (dvs f har aritet 2, og g har aritet 1).
Relasjonssymboler: P ( ) og R( , ) (P har aritet 1, og R har aritet 2).

Formler:

• R(a, b)
• R(g(a), b)
• R(f(b, b), g(a))
• R(b, b) ∧ P (g(b))
• ∀xR(x, a)
• ∀x¬R(x, g(x))
• ∃xR(x, a)
• ∃xR(x, b)
• ∀x(R(x, b) ∨R(g(x), b))
• ∀x(P (x) ∨R(x, x))
• ∃x(R(x, x) ∧ P (x))
• ∀x∃y(R(x, y) ∨R(g(x), y))
• ∃x∀y(R(x, y) ∨R(g(x), y))

Modell I:
• Domene: D = {0, 1}
• aM = 0
• bM = 1
• fM(t, s) = (t · s) (mod 2)
• gM(t) = (t+ 1) (mod 2)
• PM = {0} ⊆ D
• RM = {⟨t, s⟩ | (t · s) ≡ 1

(mod 2)} ⊆ D ×D
Modell II:

• Domene: D = {0, 1}
• aM = 0
• bM = 1
• fM(t, s) = (t+ s) (mod 2)
• gM(t) = (t+ 1) (mod 2)
• PM = {0} ⊆ D
• RM = {⟨t, s⟩ | (t + s) ≡ 0

(mod 2)} ⊆ D ×D

2. Oppgave 2

Førsteordens språk S ′:
Konstantsymboler: aX for hver X ⊂ P({0, 1, 2, 3}).
Funskjonssymboler: u( , ) og s( , ) og n( ) (dvs f og g har aritet 2, mens n har

aritet 1) .
Relasjonssymboler: D( , ) og L( , ) (D og L har aritet 2)

Formler:
• L(u(a{0,1}, a{1,3}), a{1})
• D(a{0,1}, a{0,1,2})
• ∀x∀yD(x, u(x, y))
• ∀x∀yL(u(x, y), u(y, x))
• ∀x∀yD(s(x, y), x)
• ∀x∀xL(n(u(x, y)), s(n(x), n(y)))
• ∀x∀y∀zL(s(x, u(y, z)), u(s(x, y), s(x, z)))
• ∃x∀yD(x, y)
• ∃y∀xD(x, y)
• ∃x∀yL(u(x, y), y)
• ∀x∃yL(n(x), y)

Modell:
• Domene: D = P({0, 1, 2, 3})
• aMX = X
• uM(X,Y ) = X ∪ Y
• sM(X,Y ) = X ∩ Y
• nM(X) = {0, 1, 2, 3} \X
• DM = {⟨X,Y ⟩ | X ⊆ Y } ⊆
D ×D

• LM = {⟨X,Y ⟩ | X = Y } ⊆
D ×D
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3. Fasit, Oppgave 1

Vi går bare gjennom modell I.
Formler i Modell I:

• R(a, b) usann siden (0 · 1) ̸≡ 1 (mod 2)
• R(g(a), b) sann siden g(a) tolkes som 1, og (1 · 1) ≡ 1 (mod 2)
• R(f(b, b), g(a)) sann siden f(b, b) tolkes som (1 · 1) (mod 2) = 1, også g(a)

tolkes som 1, og (1 · 1) ≡ 1 (mod 2)
• R(b, b) ∧ P (g(b)) sann siden i) R(b, b) er sann siden (1 · 1) ≡ 1 (mod 2) og

ii) g(b) tolkes som 0, og 0 ∈ PM, slik at P (g(b)) også tolkes som sann i
modellen.

• ∀xR(x, a) usann: Velg x = a Da tolkes R(a, a) usann, siden (0 · 1) ̸≡ 1
(mod 2)

• ∀x¬R(x, g(x)) sann. Substituer x = a, da er R(x, g(x)) = R(a, b) som
er usann i modellen, altså er negasjonen sann. Substituer x = b, da er
R(x, g(x)) = R(b, a) som er også usann i modellen, altså er negasjonen
sann.

• ∃xR(x, a) usann, siden både R(a, a) og R(b, a) tolkes som usann.
• ∃xR(x, b) sann, siden R(b, b) tolkes som sann (siden (1 · 1) ≡ 1 (mod 2)
• ∀x(R(x, b)∨R(g(x), b)) sann: Substituer x = a, da er R(g(x), b) = R(g(a), b) =
R(b, b) som tolkes som sann. Substituer x = b, da er R(x, b) = R(b, b) som
tolkes som sann.

• ∀x(P (x) ∨R(x, x)) sann, siden P (a) og R(b, b) er sanne i modellen
• ∃x(R(x, x)∧P (x)) usann, siden R(a, a) og P (b) begge er usanne i modellen
• ∀x∃y(R(x, y) ∨ R(g(x), y)) sann. Substituer a for x, da kan vi velge y = b

og R(g(x), y) = R(g(a), b) som tolkes som sann (fordi a tolkes som 0, vil
g(a) tolkes som gM(0) = 1. Substituer b for x, da kan vi velge y = b og
R(b, b) tolkes som sann.

• ∃x∀y(R(x, y) ∨ R(g(x), y)) usann. Enten vi substituerer x = a eller x = b,
vil både R(x, y) og R(g(x), y) tolkes som usann når vi substituerer y = a.

Modell I:
• Domene: D = {0, 1}
• aM = 0
• bM = 1
• fM(t, s) = (t · s) (mod 2)
• gM(t) = (t+ 1) (mod 2)
• PM = {0} ⊆ D
• RM = {⟨t, s⟩ | (t · s) ≡ 1 (mod 2)} ⊆ D ×D
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4. Fasit, oppgave 2

Førsteordens språk S ′:
Konstantsymboler: aX for hver X ⊂ P({0, 1, 2, 3, }).
Funksjonssymboler: u( , ) og s( , ) og n( ) (dvs f og g har aritet 2, mens n har

aritet 1) .
Relasjonssymboler: D( , ) og L( , ) (D og L har aritet 2)
Formler:

• L(s(a{0,1}, a{1,3}), a{1})
• D(a{0,1}, a{0,1,2})
• ∀x∀yD(x, u(x, y))
• ∀x∀yL(u(x, y), u(y, x))
• ∀x∀yD(s(x, y), x)
• ∀x∀yL(n(u(x, y)), s(n(x), n(y)))
• ∀x∀y∀zL(s(x, u(y, z)), u(s(x, y), s(x, z)))
• ∃x∀yD(x, y)
• ∃y∀xD(x, y)
• ∃x∀yL(u(x, y), y)
• ∀x∃yL(n(x), y)

Modell:
• Domene: D = P({0, 1, 2, 3})
• aMX = X
• uM(X,Y ) = X ∪ Y
• sM(X,Y ) = X ∩ Y
• nM(X) = {0, 1, 2, 3} \X
• DM = {⟨X,Y ⟩ | X ⊆ Y } ⊆ D ×D
• LM = {⟨X,Y ⟩ | X = Y } ⊆ D ×D

Tolkning av formler:

Formel Tolkning Sannhetsverdi
L(s(a{0,1}, a{1,3}), a{1}) {0, 1} ∩ {1, 3} = {1} Sann
D(a{0,1}, a{0,1,2}) {0, 1} ⊆ {0, 1, 2} Sann
∀x∀yD(x, u(x, y)) X ⊆ (X ∪ Y ) for alle delmengder X, Y Sann
∀x∀yL(u(x, y), u(y, x)) (X ∪ Y ) = (Y ∪ X) for alle delmengder X,Y Sann
∀x∀yD(s(x, y), x) X ∩ Y ⊆ X for alle delmengder X, Y Sann
∀x∀yL(n(u(x, y)), s(n(x), n(y))) ¬(X ∪ Y ) = ¬X ∩ ¬Y for alle delmengder X, Y Sann
∀x∀y∀zL(s(x, u(y, z)), u(s(x, y), s(x, z))) X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) for alle delmengder X, Y, Z Sann
∃x∀yD(x, y) Det fins en delmengde X,slik at X ⊆ Y for alle delmengder Y Sann (velg X = ∅)
∃y∀xD(x, y) Det fins en delmengde Y , slik at X ⊆ Y for alle delmengder X Sann (velg Y = {0, 1, 2, 3})
∃x∀yL(u(x, y), y) Det fins en delmengde X, slik at X ∪ Y = Y or alle delmengder Y Sann (velg X = ∅)
∀x∃yL(n(x), y) For alle delmengder X, fins en delmengde Y , slik at {0, 1, 2, 3} \ X = Y Sann
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