TMA4140 Diskret
Matematikk
Host 2016

Norges teknisk-naturvitenskapelige

universitet Losningsforslag — @ving 8
Institutt for matematiske fag

Seksjon 5.2

a) Ved d observereat 18=4+2-7,19=3-4+7,20=4-50g21 =3-7 sd servi at P(18),
P(19, P(20) og P(21) er sanne.

b) Land k veere et tall med k = 21. Induksjonshypotesen er folgende utsagn: For alle j
med 18 < j < k kan vi fa j cent porto ved bare a bruke 4- og 7-cents frimerker.

¢) I induksjonssteget ma vi bevise at dersom induksjonshypotesen, b), stemmer, sa
kan vi fa k + 1 centi porto ved & kun bruke 4- og 7-cent frimerker.

d) Vionsker & fa k+1 cent i porto. Siden k = 21 sd er k — 3 = 18, sd fra induksjonshy-
potesen vet vi at P(k — 3) er sann, dvs. at vi kan fa k — 3 cent i porto. Legger vi til et
4-cent frimerke til s har vi k + 1 cent, som gnsket.

e) Vi har fullfort bade basissteget og det induksjonssteget sa ved prinsippet om sterk
induksjon er utsagnet sant for alle heltall n = 18.

For & forsta hva oppgaven faktisk sper om kan det lonne seg a «tegne seg» gjennom et lite
eksempel pa egenhand. Under er et eksempel man kan ta utgangspunkt i.

La oss si vi starter med en haug med 7 = 5 steiner. Hvis vi forst deler den inn i to hauger
med henholdsvis 2 og 3 steiner far vi et bidrag péa 2 -3 = 6. Hvis vi deretter deler haugen
med 2 steiner inn i to nye hauger med 1 stein hver far vi et bidrag pd 1-1 = 1. I neste steg
ma vi dele haugen med 3 steiner inn i en haug med 2 steiner og en haug med 1 stein. Dette
gir et bidrag pd 2-1 = 1. Til slutt ma vi dele den siste haugen med 2 steiner i to hauger med
1 stein hver. Dette gir et bidrag pa 1-1 = 1. Det totale bidraget ble 6+ 1 +2+1 = 10, som
det skulle bli siden 5 3621 — 4y,

Basissteg: For n =1 er det ingen delinger & utfore si det totale bidraget er 0 = %

Induktivt steg: La né k veere et tall med k = 1 og anta at felgende holder for alle j med
1 < j < k: Hvis man starter med en haug med j steiner sd vil enhver sekvens med delinger
av denne haugen gi totalt bidrag pa 2 (]2_ D (induksjonshypotesen).

Vi skal nd vise at enhver sekvens med delinger av en haug med k + 1 steiner gir totalt bi-
drag pa (k“)(”z”l)_l) = k(kz“) . Forste deling gir to hauger med henholdsvis r og s steiner,
derr+s=k+1(ogr,s=1).Dennedelingen gir et bidragpé rs.Sidenl <r<kogl<s<k
far vi fra induksjonshypotesen at uansett hvilke delinger vi utforer videre s far vi bidrag
pa "1 fra hugen med r steiner og bidrag pa %! fra hugen med s steiner. Det totale

22. oktober 2018 Side 1 av5




Losningsforslag — @ving 8

bidraget for hele haugen er derfor

.\ r(r—1) +s(s—1) 2rs+ri—r+st—s  (r*—r+rs)+(s*—s+rs)

2 2 2 - 2
_r(r+s-D+s(r+s—-1) rtk+1-1)+sk+1-1)
a 2 B 2
B k(r+s) B k(k+1)
o2 2

som var det vi skulle vise. Ved matematisk induksjon vil enhver sekvens av med delinger
av n steiner gi totalt bidrag pa w, foralle n=1.

Seksjon 5.3

Basissteg: Forn=1 harvifl2 =1=1-1=fifa.

Induktivt steg: La k veere et tall med k = 1 og anta at f12 + f22 +..+ f,f = fifx+1 (induksjons-
hypotesen). Da er

(f12+f22+~--+f]§)+f]?+1 =fkfk+1+f]?+1 =fk+1(fk+fk+1) =fk+1fk+2-

Ved matematisk induksjon holder summasjonsformelen for alle n = 1. O

For de som ikke er kjent med multiplikasjon med matriser sa er multiplikasjon av 2 x 2
matriser gitt ved

anbi +aizba1 aiibiz + aaboo
ax by + axbz1  ax bio + axbo;.

a aa
az ap2

[bu blz]:
b1 boo

Tallet i rad i og kolonne j er alta lik indreproduktet (aka prikkproduktet aka skalarpro-
duktet) avrad i i den forste matrisen og kolonne j i den andre matrisen.

Basissteg: For n =1 har vi

11 f fl]
Al=A= ] .

Lo [A fo
Induktivt steg: La k veere et tall med k = 1 og anta at AF = f K f ¥ ] (induksjonshypote-
sen). Da er

Ak gk g = [fent ] [ _N|ferr+ i fenr] _ [frrz fin
fio  fiarl [ O] [fitfir  fi ferv S I

Ved matematisk induksjon har vi vist at A" = 5 };1 f{: " ] forallen=1. O

Seksjon 5.4

Forst kjorer else-delen av koden og finner at gcd(8,13) = gcd(13mod8, 8) = gcd (5, 8). Else-
delen av koden kjores s& om og om igjen og finner at gcd(5, 8) = gcd(8mod5,5) = gcd(3,5),
deretter at gcd(3,5) = gcd(5mod3, 3) = gcd(2,3), deretter at gcd(2,3) = gcd(3mod2,2) og
en gang til for & finne at gcd(1,2) = gcd(2mod]l, 1) = gcd(0, 1). Til slutt, for & finne gcd(0, 1),
kjarer forste del av koden med a = 0 for a finne at gcd(0, 1) = 1. Slik finner algoritmen at
gcd(8,13) =1.
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Seksjon 9.1

Egenskapene til de ulike relasjonene pd heltallene er gjengitt i tabellen under.

Refleksiv | Symmetrisk | Antisymmetrisk | Transitiv
a) Nei Ja Nei Nei
b) Nei Ja Nei Ja
c) Nei Ja Nei Nei
d) Ja Ja Nei Ja
e) Ja Nei Nei Ja
f) Ja Ja Nei Ja
g Nei Nei Ja Nei
h) Nei Nei Ja Ja

Siden relasjonene er pa de positive heltallene far vi at
(a,b)e Ry <> a=bcforenceZ* < b]|a.

S4 R, er «speilingen» av R. (Dvs. Ry = R} !i notasjonen fra Seksjon 9.3.)
a) Relasjonen R; R, bestar av alle par av positive heltall (a, b) der a | b eller b | a.

c) Relasjonen R; — R, bestér av alle par av positive heltall (a,b) der a | b og bt a, med
andreord a|boga#b.

Seksjon 9.3

La A=1{1,2,3,...,999,1000}. Hvis R er en relasjon pa A, sa vil matrisen som representerer
R, Mg, ha 1000% = 1000000 elementer totalt. For et par (a,b) € Ax A, sdlar vi a paramet-
risere radene og b kolonnene i Mp.

a) For R ={(a,b) | a < b} sa er matrisen pa formen

0
1 0

Mg = )
1 1 1

Dette fordi a < b blir « radnummeret er mindre enn kolonnenummeret». Summe-
rerer vi antall enere i hver rad far vi at

1000-1001
#enere =1+2+---+1000 = T =500500.

b) Nar R={(a,b) | a= b+ 1} serviatettall a kun er relatert til a+ 1 og a— 1. Dermed
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far vi matrisen

1 0 0]
1 1 0
1 0 1 0 0
Mg =
0 - 0 1 0 1 0

Det er 999 enere over og under diagonalen si vi far # enere =1998.

¢) Nar R ={(a,b) | a+b =1000} ser vi at 1000 ikke er relatert til noen og at a # 1000 kun
er relatert til 1000 — a. Dermed far vi matrisen

[0 ... ... 1 0]

o --- 0 1 0 O
Mp =

1 0 0

0 O 0

Denne matrisen har 999 enere.

d) NarR ={(a,b) | a+ b <1001} ser vi at et tall a er relatert med b=1,2,3,...1001 — a.
Dermed far vi matrisen

1 - 1 1 0

1 0 0
Mg =

1 1 0 - 0

1 0 0o - 0

Ved samme argumentasjon som i a) ser vi at Mg har 500500 enere.

e) NarR={(a,b) |a#0}serviat R= Ax Asiden 0 ¢ A. Dermed er

11
11
Mg = .
11 1

som har 1000000 enere.
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a)
0 0 Ov0o 1vl OvoO 0 1
MRg,uR, = Mg, VMp, = |1 1 \/ 0 =]1v0 1vl 1vl 11
0 1 1vl Ovl Ovl 1 1
b)
0 0 0 oAnO0 1A1 OAO 010
Mp,nr, = Mg, AMg,= |1 1 1| A |0 =[1A0 1A1 1Al 011
1 00 1 1A1 0A1 OA1 1 00
¢) Det vanlige matriseproduktet er
01 010 011
Mg, +Mpg,=|1 1 1|-{0 1 1|=(1 3 2
1 0 1 1 1 010
Fra dette ser vi at
01 1
MR20R1=MR1®MR2: 1 1 1
010
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