TMAA4140 Diskret Matematikk

10. og 12. september 2018

Mengdelzere, funksjoner, rekurrenser, osv.



@ Spgrsmal til emnene i forrige uke

o Oppgaver fra midtsemesterprgver
o Oppgaver lik de fra fgrste gving

@ Repetisjon underveis



En mengde er en samling objekter. I

Eksempler: U = {a, b,c,d, e}, A:={a,b,c}, og B :={c,d,e}.

a) To méter § beskrive mengder pa



En mengde er en samling objekter. I

Eksempler: U = {a, b,c,d, e}, A:={a,b,c}, og B :={c,d,e}.

a) To méter § beskrive mengder pa
b) N&r er to mengder like?



Mengdelaere repetisjon

Definisjon

En mengde er en samling objekter.

Eksempler: U = {a, b,c,d, e}, A:={a, b,c}, og B :={c,d,e}.
a) To mater & beskrive mengder p&
b) Nar er to mengder like?

c) Definisjon av mengdeteoretiske operasjoner: union, snitt,
komplement, mengdeteoretisk differanse



Mengdelaere repetisjon

Definisjon

En mengde er en samling objekter.

Eksempler: U = {a, b,c,d, e}, A:={a, b,c}, og B :={c,d,e}.
a) To mater & beskrive mengder p&

b) Nar er to mengder like?

c) Definisjon av mengdeteoretiske operasjoner: union, snitt,
komplement, mengdeteoretisk differanse

d) Definisjon av ordnede par, n-tupler osv.



Kraftmengde/powerset

Definisjon
Gitt en mengde S, s& er kraftmengden av S mengden av alle
undermengder av mengden S. Kraftmengden til S denoteres med

P(S).

Delkapittel 2.1, Oppgave 23: How many elements does each of
these sets have where a and b are distinct elements?

a) P({a, b,{a b}})
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Kraftmengde/powerset

Definisjon
Gitt en mengde S, s& er kraftmengden av S mengden av alle
undermengder av mengden S. Kraftmengden til S denoteres med

P(S).

Delkapittel 2.1, Oppgave 23: How many elements does each of
these sets have where a and b are distinct elements?

a) P({a,b,{a, b}})
b) P({0,a,{a},{{a}}})
c) P(P(0)))



La A, B, C, D vare ikke-tomme delmengder av mengden X. Hvilke
av fglgende mengdeteoretiske identiteter er riktige?

Alt1) AN(BNA)=ANB e



Midtsemester 17, Oppgave 13

La A, B, C, D vare ikke-tomme delmengder av mengden X. Hvilke
av fglgende mengdeteoretiske identiteter er riktige?

Alt 1) AN(BNA)=ANB e
Alt2) (AUB)x C=(AxC)u(BxC) e
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La A, B, C, D vare ikke-tomme delmengder av mengden X. Hvilke
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Midtsemester 17, Oppgave 13

La A, B, C, D vare ikke-tomme delmengder av mengden X. Hvilke
av fglgende mengdeteoretiske identiteter er riktige?

Alt 1) AN(BNA)=ANB e

Alt2) (AUB)x C=(AxC)u(BxC) e

Alt3) D—(A—B)=(D—A)—B

Alt 4) Dersom DUA=BUAog DNACBNA,sder D=B.

Husk: DeMorgans identiteter for mengder! AUB = AN B, og
omvendt.



Delkapittel 2.2, Oppgave 18

Husk: Hvordan viser vi at for gitte mengder A, B s& har vi at
A C B? Man viser at alle elementer i A ogs8 er inneholdt i B. Eller
i symboler:

Vx(x € A— x € B).

18: Let A, B, and C be sets. Show that
a) (AUB)C(AUuBUC)



Delkapittel 2.2, Oppgave 18

Husk: Hvordan viser vi at for gitte mengder A, B s& har vi at
A C B? Man viser at alle elementer i A ogs8 er inneholdt i B. Eller
i symboler:
Vx(x € A— x € B).
18: Let A, B, and C be sets. Show that
a) (AUB)C(AUuBUC)
b) (AnBNC)C (AN B)



Delkapittel 2.2, Oppgave 19

Husk: Hvordan viser vi at for gitte mengder A, B s& har vi at
A = B?7 Man viser at alle elementer i A ogsd er inneholdt i B, og

omvendt. Eller i symboler:
(ACB)A(BCA).

19: Show that if A and B are sets, then
a) (A—B)=(ANB)



Delkapittel 2.2, Oppgave 19

Husk: Hvordan viser vi at for gitte mengder A, B s& har vi at
A = B?7 Man viser at alle elementer i A ogsd er inneholdt i B, og
omvendt. Eller i symboler:

(AC B)A (B CA).

19: Show that if A and B are sets, then
a) (A—B)=(ANB)
b) (ANB)U(ANB)=A



Dersom du vet at C N (B — A) = C, hvilke av fglgende er riktig?
Altl) CCBogCNA=0e



Dersom du vet at C N (B — A) = C, hvilke av fglgende er riktig?

Alt1) CCBog CNA=0e
Alt2) C—A=C-B



Dersom du vet at C N (B — A) = C, hvilke av fglgende er riktig?
Altl) CCBogCNA=0e

Alt2) C—A=C-B

Alt3) BC C



Dersom du vet at C N (B — A) = C, hvilke av fglgende er riktig?
Altl) CCBogCNA=0e

Alt2) C—A=C-B

Alt3) BC C

Alt4) C=B—A



Funksjoner |

Definisjon

La A og B vare ikke-tomme mengder. En funksjon f fra A til B er
en tilordning av ngyaktig et element av B til hvert element i A. Vi
skriver f(a) = b hvis b er det unike elementet av B tildelt ved
funksjonen f til elementet a i A. Hvis f er en funksjon fra A til B,
skriver vi f: A — B.

Eksempler:
a) f: R — R gitt ved f(x) = x. (Husk: R star for de reelle
tallene.)



Funksjoner |

Definisjon

La A og B vare ikke-tomme mengder. En funksjon f fra A til B er
en tilordning av ngyaktig et element av B til hvert element i A. Vi
skriver f(a) = b hvis b er det unike elementet av B tildelt ved
funksjonen f til elementet a i A. Hvis f er en funksjon fra A til B,
skriver vi f: A — B.

Eksempler:

a) f: R — R gitt ved f(x) = x. (Husk: R star for de reelle
tallene.)

b) P(x) en proposisjonsfunksjon er en funksjon fra universet I/ til
samlingen av alle proposisjoner. Konkret eksempel: P(x) star for
x er et positivt element i R.

c) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.




Funksjoner |l

Definisjon

La A og B vare ikke-tomme mengder. Hvis f er en funksjon fra A
til B kaller vi A for domenet til f og B for kodomenet til f. Hvis
f(a) = b, sier vi at b er bildet av a og at a er prebildet til b.

Rekkevidden eller bildet er mengden av alle bildene av elementer i
A.

Eksempler:
a) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.




Funksjoner |l

Definisjon

La A og B vare ikke-tomme mengder. Hvis f er en funksjon fra A
til B kaller vi A for domenet til f og B for kodomenet til f. Hvis
f(a) = b, sier vi at b er bildet av a og at a er prebildet til b.

Rekkevidden eller bildet er mengden av alle bildene av elementer i
A.

Eksempler:
a) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.
b) f: R — R gitt ved f(x) = x2. Bildet til f er her [0, o0)




En funksjon f sies & vaere en-til-en eller en injeksjon hvis og bare
hvis f(a) = f(b) medfgrer at a = b for alle a og b i domenet til f.
En funksjon kalles injektiv hvis den er en-til-en.

Eksempler:
a) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.



Injektive funksjoner |

Definisjon
En funksjon f sies & veere en-til-en eller en injeksjon hvis og bare

hvis f(a) = f(b) medfgrer at a = b for alle a og b i domenet til f.
En funksjon kalles injektiv hvis den er en-til-en.

Eksempler:
a) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.
b) f: R — R gitt ved f(x) = x? er ikke injektiv.



Injektive funksjoner |

Definisjon

En funksjon f sies & veere en-til-en eller en injeksjon hvis og bare
hvis f(a) = f(b) medfgrer at a = b for alle a og b i domenet til f.
En funksjon kalles injektiv hvis den er en-til-en.

Eksempler:

a) Funksjoner fra {a, b, c} til {1,2,3,4}.

b) f: R — R gitt ved f(x) = x? er ikke injektiv.

c) g:[0,00) — R gitt ved g(x) = x? er injektiv siden den er
strengt voksende pd domenet.



Determine whether each of these functions from {a, b, c, d} to
itself is one-to-one.

a) f(a)=b, f(b)=a, f(c)=c, f(d)=d



Determine whether each of these functions from {a, b, c, d} to
itself is one-to-one.

a) f(a)=b, f(b)=a, f(c)=c, f(d)=d
b) f(a)=b, f(b)=b, f(c)=d, f(d)=c



Injektive funksjoner Il: Delkapittel 2.3, Oppgave 10

Determine whether each of these functions from {a, b, c,d} to
itself is one-to-one.

a) f(a)=b, f(b)=a, f(c)=c, f(d)=d
b) f(a)=b, f(b)=b, f(c)=d, f(d)=c
c) f(a)=d, f(b)=0b, f(c)=c, f(d)=d



Injektive funksjoner Il: Delkapittel 2.3, Oppgave 10

Determine whether each of these functions from {a, b, c,d} to
itself is one-to-one.

a) f(a)=b, f(b)=a, f(c) =c,
b) f(a) = b, f(b) = b, f(c) =d, f(d)

c) f(a)=d, f(b)=b, f(c) =c, f(d) =d;



En funksjon f sies & vaere p3 eller en surjeksjon hvis og bare hvis for
alle bi B finnes det en a i A slik at f(a) = b. En funksjon f kalles
surjektiv hvis den er p3.

Eksempler:
a) Funksjoner fra {a, b, c,d, e} til {1,2,3,4}.



Surjektive funksjoner |

Definisjon

En funksjon f sies & vaere p3 eller en surjeksjon hvis og bare hvis for
alle bi B finnes det en a i A slik at f(a) = b. En funksjon f kalles
surjektiv hvis den er p4.

Eksempler:

a) Funksjoner fra {a, b, c,d, e} til {1,2,3,4}.

b) f: R — R gitt ved f(x) = x? er ikke surjektiv siden ingen
negative reelle tall har reelle kvadratrgtter.



Surjektive funksjoner |

Definisjon

En funksjon f sies & vaere p3 eller en surjeksjon hvis og bare hvis for
alle bi B finnes det en a i A slik at f(a) = b. En funksjon f kalles
surjektiv hvis den er p4.

Eksempler:

a) Funksjoner fra {a, b, c,d, e} til {1,2,3,4}.

b) f: R — R gitt ved f(x) = x? er ikke surjektiv siden ingen
negative reelle tall har reelle kvadratrgtter.

c) g:[0,00) — R gitt ved g(x) = x? er ikke surjektiv av samme
grunn som forrige.



Surjektive funksjoner |

Definisjon

En funksjon f sies & vaere p3 eller en surjeksjon hvis og bare hvis for
alle bi B finnes det en a i A slik at f(a) = b. En funksjon f kalles
surjektiv hvis den er p4.

Eksempler:

a) Funksjoner fra {a, b, c,d, e} til {1,2,3,4}.

b) f: R — R gitt ved f(x) = x? er ikke surjektiv siden ingen
negative reelle tall har reelle kvadratrgtter.

c) g:[0,00) — R gitt ved g(x) = x? er ikke surjektiv av samme
grunn som forrige.

d) h: R — [0,00) gitt ved g(x) = x? er surjektiv siden ethvert
ikke-negativt reelt tall har en reell kvadratrot.



Which of the following functions from Z to Z are onto?
a) f(n)=n-1



Which of the following functions from Z to Z are onto?

a) f(n)=n-1
b) f(n)=n?>+1



Which of the following functions from Z to Z are onto?
a) f(n)=n-1

b) f(n)=n?>+1

c) f(n)=n?



Which of the following functions from Z to Z are onto?

a) f(n)=n-1
b) f(n)=n?>+1
c) f(n)=n?

d) f(n) = [n/2]



Midtsemester 17, Oppgave 9

La f,g: R — 7Z veere definert ved f(x) = [ x|, g(x) = [x]. (Her
betegner | x| (henholdsvis [x]) det stgrste (henholdsvis minste)
hele tallet mindre enn eller lik (henholdsvis stgrre enn eller lik) x.)
Hvilke av fglgende er riktig?

Alt 1) f + g er injektiv
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La f,g: R — 7Z veere definert ved f(x) = [ x|, g(x) = [x]. (Her
betegner | x| (henholdsvis [x]) det stgrste (henholdsvis minste)
hele tallet mindre enn eller lik (henholdsvis stgrre enn eller lik) x.)
Hvilke av fglgende er riktig?

Alt 1) f + g er injektiv

Alt 2) £2 (gitt ved f2(x) = f(x)?) er surjektiv

Alt 3) g — f er surjektiv



Midtsemester 17, Oppgave 9

La f,g: R — 7Z veere definert ved f(x) = [ x|, g(x) = [x]. (Her
betegner | x| (henholdsvis [x]) det stgrste (henholdsvis minste)
hele tallet mindre enn eller lik (henholdsvis stgrre enn eller lik) x.)
Hvilke av fglgende er riktig?

Alt 1) f + g er injektiv

Alt 2) £2 (gitt ved f2(x) = f(x)?) er surjektiv

Alt 3) g — f er surjektiv
)

Alt 4) f + g er surjektiv o



Midtsemester 15, Oppgave 9

Hvor mange injektive funksjoner f: A — B finnes det, der
A={1,2,3,4}, B=1{a,b,c,d, e, f}7?

Alt 1) 1296

Alt 2) 720

Alt 3) 360

Alt 4) 4096

Husk: Hvis man skal velge fgrst mellom m forskjellige ting og s&

velge mellom n forskjellige ting, s& har man totalt m - n mulige
valg. Dette er multiplikasjonsprinsippet.



La g: {1,2,3,4} — {a, b, c}. Hvor mange forskjellige surjektive
funksjoner g finnes det, dersom vi krever at g(4) = ¢?

Alt 1) 6

Alt 2) 10

Alt 3) 12

Alt 4) 20



Show that the sequence {a,} is a solution of the recurrence relation
an = —3an_1 +4a,_».

a) a,=0



Show that the sequence {a,} is a solution of the recurrence relation
an = —3an_1 +4a,_».

a) a,=0

b) a,=1



Show that the sequence {a,} is a solution of the recurrence relation
an = —3an_1 +4a,_».

a) a,=0
b) a,=1
c) ap = (—4)"; pa gvingen!



Show that the sequence {a,} is a solution of the recurrence relation
ap = —3a,_1+4a, .

a) a,=0

b) a,=1

c) ap = (—4)"; pa gvingen!

d) a,=2(—4)"+3



Compute each of these double sums.

a) Yry ?:1("4‘])



Compute each of these double sums.
a) Yry ?:1(" +J)
b) Y7o 3o70(2i +3))



@ Spgrsmal?
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