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Seksjon 5.1

a) P(1) er utsagnet 13 = (1-(1+1)/2)%.
b) Begge sider i uttrykket over er lik 1.

¢) Induksjonshypotesen er utsagnet

k(k+ 1))2
> )

13+23+---+k3:(

d) Iinduksjonssteget onsker vi & bevise at for enhver k = 1 sd er det slik at dersom P (k)
er sann, s impliserer det at P(k + 1) er sann. Vi gnsker altsa & bevise at

(k + 1)(k+2))2

13+23+~-+k3+(k+1)3=( 5

nar likheten i ¢) holder.

e) Ved a bruke induksjonshypotesen i den forste likheten nedenfor far vi

2 2
(13+23+---+k3)+(k+1)3=(k(k“)) +(k+1)3=(k+1)2(%+k+1
—(k+1)2(k2+4k+4 _ ((k+1)(k+2))2
a 4 - 2 '

f) Vihar fullfort bade basissteget og det induksjonssteget, s& ved prinsippet om mate-
matisk induksjon folger det at utsagnet er sant for alle positive heltall n, alts& holder
formelen for alle 7.

@ Basissteg:Narn=1harvil-11=1=2!-1.

Induktivt steg: Antand at 1-1!+2-2!+.--+ k- k! = (k+1)! -1 for en k = 1 (induksjonshy-
potesen). Da er

@-1+2-204-- 4+ k- kKD+k+1)- (k+D!'=(k+1)! =1+ (k+1)-(k+ 1!
=k+DI01+k+1)—-1=(k+2)-1.

Ved matematisk induksjon holder summasjonsformelen for alle n = 1. O

I oppgaveteksten brukes k som summasjonsvariabel, sa derfor ber vi bruke en annen
variabel i induksjonssteget; for eksempel .
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1
Basissteg: For n=1harvi ) k-2¥=1.2'=2=0+2=(1-12""+2.
k=1

n
Induktivt steg: Antand at ) _ k-2%¥=(n-12""4+2forenn=1 (induksjonshypotesen). Vi
k=1

skal vise at
n+1

Y k2b=((n+1) - 12D 4 o= .22 4,
k=1

Ved a splitte summen og bruke induksjonshypotesen far vi

n+1

n
Y k-2k= (Z k-zk)+(n+1)2”+1 =(n-12""+2+ (n+ 12"
k=1 k=1
=m-1+n+12" +2=2pn-2"142=p.2"2 42,

Ved matematisk induksjon holder summasjonsformelen for alle 7 > 1. O

Seksjon 5.2

a) Ved dobservereat 18=4+2-7,19=3:4+7,20=4-50g21 =3-7 sd servi at P(18),
P(19, P(20) og P(21) er sanne.

b) Land k veere et tall med k = 21. Induksjonshypotesen er folgende utsagn: For alle j
med 18 =< j < kkan vi fa j cent porto ved bare & bruke 4- og 7-cents frimerker.

¢) I induksjonssteget ma vi bevise at dersom induksjonshypotesen, b), stemmer, sa
kan vi fa k + 1 centi porto ved & kun bruke 4- og 7-cent frimerker.

d) Viognsker & f& k + 1 cent i porto. Siden k = 21 sé er k — 3 = 18, sa fra induksjonshy-
potesen vet vi at P(k — 3) er sann, dvs. at vi kan f& k — 3 cent i porto. Legger vi til et
4-cent frimerke til s har vi k + 1 cent, som gnsket.

e) Vi har fullfort bade basissteget og det induksjonssteget sa ved prinsippet om sterk
induksjon er utsagnet sant for alle heltall n = 18.

For & forstd hva oppgaven faktisk spor om kan det lonne seg 4 «tegne seg» gjennom et lite
eksempel pa egenhénd. Under er et eksempel man kan ta utgangspunkt i.

La oss si vi starter med en haug med n = 5 steiner. Hvis vi forst deler den inn i to hauger
med henholdsvis 2 og 3 steiner far vi et bidrag pé 2 - 3 = 6. Hvis vi deretter deler haugen
med 2 steiner inn i to nye hauger med 1 stein hver far vi et bidrag pd 11 = 1. I neste steg
ma vi dele haugen med 3 steiner inn i en haug med 2 steiner og en haug med 1 stein. Dette
gir et bidrag pa 2-1 = 1. Til slutt mé vi dele den siste haugen med 2 steiner i to hauger med
1 stein hver. Dette gir et bidrag pd 1-1 = 1. Det totale bidraget ble 6 +1+2+1 =10, som

det skulle bli siden @ =10.

Basissteg: For n =1 er det ingen delinger & utfore sa det totale bidraget er 0 = @

Induktivt steg: La nd k veere et tall med k = 1 og anta at folgende holder for alle j med

1 < j < k: Hvis man starter med en haug med j steiner sa vil enhver sekvens med delinger

av denne haugen gi totalt bidrag pa I (jz_ D (induksjonshypotesen).
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Vi skal nd vise at enhver sekvens med delinger av en haug med k + 1 steiner gir totalt bi-
drag pa (kH)(UZ”D_D =k (kz“) . Forste deling gir to hauger med henholdsvis r og s steiner,
derr+s=k+1(ogr,s=1). Denne delingen gir et bidragpa rs.Sidenl <r<kogl<s<k
fér vi fra induksjonshypotesen at uansett hvilke delinger vi utforer videre sé far vi bidrag
pa @ fra hugen med r steiner og bidrag pa @ fra hugen med s steiner. Det totale
bidraget for hele haugen er derfor

st rir—1) +s(s—1) _2rs+r2—r+sz—s_ (r2—r+rs)+(52—s+rs)

2 2 2 2
_rr+s-D+s(r+s-1) rtk+1-1)+s(k+1-1)
B 2 B 2
_k(r+s)  k(k+1)
o2 2

som var det vi skulle vise. Ved matematisk induksjon vil enhver sekvens av med delinger
av n steiner gi totalt bidrag pa @, foralle n=1.

Seksjon 5.3

Basissteg:For n=1harvi ff =1=1-1= fi fo.

Induktivt steg: La k vere et tallmed k = 1 ogantaat fZ + f7 +...+ f¢ = fi fir1 (induksjons-
hypotesen). Da er

(FE+ 2+t fA) + fo = fifirn + Fory = fior (Fet fis1) = fiat fisz:

Ved matematisk induksjon holder summasjonsformelen for alle n = 1. O

For de som ikke er kjent med multiplikasjon med matriser sa er multiplikasjon av 2 x 2
matriser gitt ved

anbn +aizba1  aiibiz + aabo
ax by + axbz1  ax bia+ axboy.

ay  aa
az a2

[bu blzl
b1 by

Tallet i rad i og kolonne j er alta lik indreproduktet (aka prikkproduktet aka skalarpro-
duktet) avrad i i den forste matrisen og kolonne j i den andre matrisen.

easlyol=l5 2l

Basissteg: For n =1 har vi

Induktivt steg: La k veere et tall med k > 1 og anta at AF = Jeer "1 ] (induksjonshypote-

fe [
sen). Da er
AR+ pk g = fee1 Tk ] [1 1]: feri+ fe fien _ Jerz fen .
fe o fiallL O fx+fir  fi ferr fe
Ved matematisk induksjon har vi vist at A" = f}zl f{:] forallen=1. O
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Seksjon 5.4

Forst kjorer else-delen av koden og finner at gcd(8, 13) = gcd(13mod8, 8) = gcd(5, 8). Else-
delen av koden kjores s& om og om igjen og finner at gcd (5, 8) = gcd(8mod5, 5) = gcd(3,5),
deretter at gcd(3,5) = gcd(5mod3, 3) = gcd(2,3), deretter at gcd(2,3) = gcd(3mod2,2) og
en gang til for & finne at gcd(1,2) = gcd(2modl, 1) = gcd(0, 1). Til slutt, for & finne ged (0, 1),
kjorer forste del av koden med a = 0 for & finne at gcd(0, 1) = 1. Slik finner algoritmen at
gcd(8,13) = 1.

8. oktober 2018 Side4 av4



