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Lgsningsforslag

Kjoring aviterasjonEn(0.1,0.1,0.1,1) gir x; = 1,60, y; = 0,50 og z; = 1,26.
Kjoring aviterasjonTo(0.1,0.1,0.1,1) gir x; = 1,60, y; = —5,30 0g z; = —17,3.

Bade iterasjonEn og iterasjonTo er en implementasjon av Gauss-Seidels iterasjonsmetode. Forskjel-
len ligger i at itearsjonEn lgser ut for x, y og z for henholdsvis ligning 1, 2 og 3 i det oppgitte lignings-
systemet, mens iterasjonTo lgser ut for x, y og z for henholdsvis ligning 1, 3 og 2 i det oppgitte lignings-
systemet.

Da det oppgitte ligningssystemet er strengt diagonaldominant, kan vi slutte at iterasjonEn vil konver-
gere. Ettersom iterasjonTo bytter om pa ligning 2 og 3 i det oppgitte ligningssystemet vil ikke dette
lenger vere et strengt diagonaldominant system. (Det at systemet ikke lenger er strengt diagonaldomi-
nant er ikke nok til 4 konkludere med at iterasjonTo ikke vil konvergere. Det kan vises, ved 4 regne ut
den sdkalte spektralradien til koeffisientmatrisen til ligningssystemet iterasjonTo tar utgangspunkt i,
at iterasjonTo ikke vil konvergere.)

Vi ser pa ligningssystemet
Ji(x1, x2)
fo(x1,%2)

fx) = X1+ (X2 +3)2 -4

cosx;+e *2-2
=0,

der

-0,5 _ _
£(x®) = £(0,0,5) = [e 1] - [ 0,3935]‘

33/4 8,2500

Jacobimatrisen til f er gitt ved

oh  Ofi , N
3 a - —e”
Jey= |0 oo TERE e
. of 1 2(x2+3)
ox1  0xz
som gir
0 _e 05
©) _ 750 —
=) = [1 7 ]

En iterasjon med Newtons metode gir
xP =x© 4 AX(O),

hvor -
Ax1

7

0 —e 05
(0) A (0) _
ST Ax ‘[1 ] ~33/4

_ [1 - e*O‘S] - f(x©),

(0)
sz

som har lgsning
Ax\”~-37090 og Ax{)=1-e" ~-0,6487.

Altsa er
-3,7090
(1) _ ) 0) - ’
XV =x"+Ax" = [—0,1487] .
a) En skisse av grafen til f:
@
1
r
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Viobservererat f(£) =(1—#)[1—-u(t—1)] =1-t+ (t—Du(t—1), der u er enhetssprangfunksjonen.

Laplacetransformen til f er sa gitt ved

1 1 1 _ 1( 1 1_
= - — — —_ =—|1-- — S
Z(H)s) . sz+82e S( S+Se)

der vi har benyttet tabellen i formelarket, samt andre forskyvningsteorem.

b) La Y = Z£(y). Laplacetransformasjon anvendt p& den oppgitte differensialligningen gir
1 1 1
(s=DY(s) = (1——+ e S)
s s
der vi har benyttet resultatet fra a). Ved a lase ut for Y (s) far vi

Voo L (1 1+175)(*)1+( 11 1),5 W
S) = ——t+—-e = - —_———-——e
s(s—1) s s s2 \s—-1 s &2

hvor overgangen (*) fremkommer ved & benytte delbrekoppspalting. Inverstransformasjon anvendt
pa (1) girsa

yO) =t+le - ui-1),
der vi har benyttet andre forskyvningsteorem.

a) Ivarttilfelle er L =1 slik at

1! 1! 1
—Ef_lf(x)dx—ifo(l—x)dx—z

1 1
ai = f f(x)cosknxdx = f (1-x)cosknxdx
-1 0

= [k—lﬂsinknx :—folxcosknxdx
=0
_([k—);sinkﬂx];—%folsinkﬂxdx):k—ln —k—lncosknx :)
=0
1 1 coskm = {.’Z/Iczn2 for k=1,3,5,...
T en? 0 for k=2,4,6,...

1 1
by = f fx)sinkrxdx = f (1-x)sinkmxdx
-1 0

1 1
= [_E coskmx

1
—f xsinkmxxdx
o Jo

=1+ (=Dk )/ kn
1

1 1 ! 1
:E(1+(—1)k+1)—([—%coskﬂx] +E£ coskﬂxdx)za fork=1,2,3,...

~~

=(-Dk+1/kn =0

9

Dermed er fourierrekken til f gitt ved

e . 1 2 & os(2n—1)7rx 1 & sinnnx
+ +b =—+— _— + —
ag n;l(an cos nax + by, sin nmx) 4 = ;1 en_1)2 ” nz::
b) Vier oppgittat f(—1) = f(1) =0, slik at
x . 1 2 & 1
a0+Z(ancosnn+bn31nnn):z——Z =f)=
n=1 ]T =1

hvor vi har utnyttet at funksjonen er kontinuerligi x = 1. Dermed er
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Den retningsderiverte er storst i retningen til gradienten. I vart tilfelle er

1 X 3
Vil = (50085,36 y).

Spesielter Vf] . o = (0,3).

Den retningsderiverte til f i retningen u er gitt ved
Duf@,y)=u-Vf|, .,

og er storst nar u er parallell (6 =0) med Vf | )" I vart tilfelle gir det u = (0, 1) slik at

Duf(m,0)=u-Vf|, o =3.

@ a) Innsatt for u(x, 1) = F(X)G(£) 1 Uyy(x, 1) — usr(x, t) —2us(x, ) — u(x, t) = 0 far vi

F"(x)G(t) = F(x)G(1) = 2F(x)G(t) — F(x)G(¢) = 0.

Det vil si, . )
F''(x) _ G(t)+2G+ G(1)
F(x) G(1) '
~——
k k

som gir to ordinare differensialligninger

F'(x)—kF(x)=0 2)
G +2GH)+(1-k)G(1) =0. 3)

Randbetingelsene ©(0, t) = 0 og u(n, t) = 0 for alle ¢ gir at
F(0)=F(m) =0. (4)

Vi har tre muligheter for konstanten k: (i) k > 0, (ii) k = 0 og (iii) k <0.
(i) Innsattfor k= p? >0i (2) farvi F”(x) — u? F(x) = 0 som har lgsning F(x) = Ae'* + Be™"*. Fra (4)

kan vi slutte at A= B =0, og dermed at F(x) = 0, som kun gir den trivielle lesningen u(x, t) = 0.

(i) Innsatt for k = 01 (2) fir vi F”(x) = 0 som har lgsning F(x) = Ax + B. Fra (4) kan vi slutte at
A=B=0,ogdermed at F(x) =0, som kun gir den trivielle lasningen u(x, ¢) = 0.

(iii) Innsattfor k= —p® <0i (2) far vi F”'(x) + p?>F(x) = 0 som har lgsning F(x) = Acos px + Bsin px.
Fra F(0O)=0farviat A=0.Fra F(m) =0farviat B=0eller p=n=1,2,3,.... Tilfellet B = 0 gir
kun den trivielle lesningen u(x, t) = 0. Altsa har vi at

F,(x) =B, sinnx

forn=1,2,3,....
Innsatt for k = —n? i (3) far vi G(£) + 2G(t) + (1 + n?)G(¢) = 0 som har lgsning

Gn(t) = Ape tcosnt+ Bye 'sinnt

forn=1,2,3,... der vi har gjort bruk av vinket gitt i oppgaven.
Altsa gir k < 0 den ikke-trivielle losningen

Un(x, 1) = F,,(x)G,,(t) = (Ae” ' cosnt + Bpe 'sinnt)sin nx

forn=1,2,3,...ogder A, = B, A, og B, = B,,B,,.
b) La

o0 o0

ux,t) =) up(x,t) =) (Ape 'cosnt+Bpe 'sinni)sinnx.
n=1 n=1

Fra u(x,0) =0 far vi

o0
u(x,0)= Y Ajcosnx=0,

n=1
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slikat A, =0forn=1,2,3,...

Dermed er
o0
u(x, )=y Bpe 'sinntsinnx
n=1
slik at
oo
ug(x,t) = Z Bn(ncosnt—sinnt)e‘tsinnx.
n=1
Fra u;(x,0) =2sinx —sin2x far vi
(o)
us(x,0) = Z nBy,sinnx = B;sinx+2B,sin2x +--- =2sinx —sin2x.

n=1

Detvilsi, By =2, B, = —1/2 0g B,, =0 for n=3,4,5,... Det gir

1
u(x,t) =2e 'sintsinx — Ee_tsinZtsian.

La y; = y og y» = ¥'. Det gir ligningssystemet
Y1(x) = ya(x) »n@=0
V(%) = %[x+y1(x)+yz(x) +2] y2(0) = 0.
Heuns metode er gitt ved
Yne1 =Yn+ %(kl +ka).

I vart tilfelle, for n =0, er

Y2,0 0]
k; = hf(xo,y0) = h =h )
! (%o, ¥0) %[xo + Y10+ 2,0 +2] [1
og
ko = hi(xg+ h,yo+ ki) =h h
2 = 0 »Yo U=, 0l
Dermed er )
1 1 h
Y1—Y0+5(k1+k2)—5 W2 +onl
Innsatt for & = 0,2 far vi
_ [0,02
Yi=lo,21|

Altsa gir Heuns metode med i = 0,2 at y(0,2) = 0,02.
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