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Integralet er en konvolusjon, sa vi har
y(t) — 2(y * cos)(t) = sint.

Laplace-transformasjon gir

Yis) - 2Y(S)32j- 1~ &2 :— 1
Y(s) = (5—11)2 —F(s—1),

hvor F(s) = 1/s%. Vi vet at L~ Y(F)(t) = t, og forste forskyvningsteorem («s-
forskyvning») gir derfor
y(t) = te ",

a) Et Newton-differensskjema for interpolasjonsdataene er

—1]e!
1—e~! -1
0—(6_1) =1l-e ) )
e —1—(l—e"") -1 _
0 1 B (1) = 1,
61_61 —e 1 _ 1
1 et

som gir polynomet
ple)=e '+ (1 —e Nz —(=1))+ (e = 1)(z - (-1))(z - 0)
=1+ (et —1)2%

b) Vi har

1 1 1 2
I:/ p(:z:)dx:/ ldx—l—(e_l—l)/ x2dx:2—|—§(e_1—1).
1

-1 - -1

Integralet I er nettopp Simpsons metodes tilngerming til

1 2
/ e v dx
-1

med 2m = 2 skritt. Vi vet at feilen i Simpsons metode, altsa

1
‘I/ e dx
-1

)
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er begrenset av

M-(b—a)®> M

180 - (2m)* ~ 90’

hvor M er en konstant slik at |f®*)(z)| < M for alle z € [~1,1], hvor f® er
den fjerdederiverte til integranden. I vart tilfelle er

FD(z) = e (162 — 4822 + 12).
Vi har |f¥(2)] < [162* — 4822 + 12|, og ved & analysere dette polynomet pa

vanlig mate, ser vi at det har maksimum pa intervallet [—1, 1] nar x = 0. Med
M = f*(0) = 12 finner vi da

1
‘I—/ e~ dz
1

La gq(z) = e~%” Da er ligningen var

(94 % f)(z) = ga ().

Fourier-transformerer vi, far vi

Vi vet at

sa vi har

Dermed er

a) Vi beregner

1 /7 1 /" us
- de = — dr =
ao 5 _ﬂf(x) x o ), zdz 1
1 /7 1 /7
an:—/ f(:v)cosn:cdx:—/ x cosnz dr
T J—m ™ Jo
~losinnal]_o - = [sinned
= — [zsinnz]l_,— — [ sinnzdzx
nmw =0 " nr Jo
1 w
= 2 [cos ],
1
:ﬁ((—w”—l)

2

)0 nar n = 2,4,6,...
—nZr nérn:1,3,5,...

1 /7 1 /7
bn:—/ f(a:)sinna;dx:—/ xsinnx dz
T J—m 0

™
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b)

—1 1 /7

= — [rcosnz|l_, + — / cosnmx dz
nm nm Jo
(_1)n+1

o

Fourier-rekken til f er i punktet x altsa

T 2 o0 o0 (_1)n+]_ '
1= Z_ Gm— 1) cos((2m — 1)z) + Z ——— sinna.
m=1 n=1
Parsevals identitet sier at
o 1 T
203+ (a2 +12) = f/ (f(2))? dz.
n=1 TJ—r
Siden )
1 /7 9 1/, m
- dr — f/ dr — —
— [ v@yrar=— [Tatae =T
far vi ) - )
T 4 1 T
9. S T RO
42 +z_: (ﬂ2(2n—1)4 +n2) 3’
n=1
som gir

Setter vi inn u(x,t) = F(x)G(t) i PDE-en i oppgaven far vi
F(z)G'(t) = F'(2)G(t) - F(2)G(t),
som etter omforming blir

Fi@) | _ G
Flo) TG0

Siden ligningen holder for alle z og t, og venstre side ikke avhenger av ¢ mens
hgyre side ikke avhenger av x, ma begge sider veere lik en konstant k. Vi far da
to ODE-er:

F'(z) = (1+k)F(z) =0 (1)
G'(t) — kG(t) = 0. (2)
Lgsningen av ligning (1) kan ha tre former, avhengig av hva k er:
1. Dersom k > —1, er lgsningen pa formen
F(a:) — Aex/lJrkm + Bef\/lJrk:r'
Randbetingelsen u(0,t) = 0 gir F'(0) = 0, som gir A = —B, altsa F(z) =

A(eVIithke _e=Vv1+kz) Randbetingelsen u(1,t) = 0 gir F(1) = 0, altsa A =0
og triviell lgsning.
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2. Dersom k = —1, er lgsningen pa formen
F(z) = Az + B.
Randbetingelsen «(0,t) = 0 gir F'(0) = 0, som gir B = 0. Randbetingelsen

u(1l,t) =0 gir F(1) =0, altsd A = 0 og triviell lgsning.
3. Dersom k < —1, er lgsningen pa formen

F(z) = Ccospzx + Dsinpz,

hvor vi har definert p = \/—(k + 1). Randbetingelsen «(0,t) gir F(0) =
0, som gir C' = 0 og F(x) = Dsinpz. Randbetingelsen u(1,t) = 0 gir
0 = F(1) = Dsinp. For at vi ikke skal ha triviell lgsning, har vi bare
mulighetene p = nrw for n = 1,2,3,... (og p = —7m, —27,..., men siden
sinus er odde kan vi la konstanten D ta hand om disse).

Ligning (1) har altsa lgsninger péa formen
F,(x) = Dy sinnnz
forn =1,2,3,.... Siden nw = /—(k + 1), blir ligning (2)
G'(t) 4+ (1 + n*7H)G(t) = 0.
Denne har Igsninger pa formen
G(t) = Cpe™ (IF7*mE
De ikke-trivielle lgsningene pa oppgavens PDE er altsa
up(z,t) = Fp(z)Gp(t) = Ape” T gin
forn=1,2,3,....

Den generelle lgsningen fra deloppgave 5a er

o
u(z,t) = Z Ape” 77 gin g,

n=1
Vi har da

oo
sin mx cosmx = u(x,0) = Z Ay sinnrx
n=1
Hgyre side er altsa Fourier-rekken til funksjonen pa venstre side. Vi kan derfor
regne ut Ay, Ao, ... ved hjelp av de vanlige integralene, eller vi kan spare oss tid
ved & bruke dobbelvinkelsetningene til a skrive sin(mz) cos(mz) = sin(27x)/2,
slik at
1 oo
3 sin 27w = Z Ay, sinnr.
n=1
Da er venstre side allerede en sinusrekke, og vi kan derfor lese av koeffisien-
tene direkte: Ay = 1/2 og A,, = 0 for alle n # 2. Dermed er lgsningen som
tilfredsstiller den gitte initialbetingelsen

1
u(w,t) = 56_(1+4”2)t sin 27z,
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c) Fremoverdifferens i tid er tilnsermingen

ou,. . 1
5 (k) = ¢ Uijr = Uig)
og sentraldifferens i rom er tilnsermingen
Pu, 1
552 (1 7k) & 55 (Vi1 = 2Uij + Uie1).
Vi far da skjemaet
1 1
7 Wig+1 = Uig) = 15 (Uirry = 2V + Uierg) = Uiy
Med h =1/4 og k =1/32,er j > 0 0og 1 <i < 3, og skjemaet blir
1 1
Uijr1 = 5Uis1 + Vi) = 35 Ui

For ¢ = 3 og j = 0 finner vi

Usq = %(sz,o + Usp) — 3%U3,0
1/ . 4 4 . 2 2 1 . 3 3
(Y () (2o (2)) = (2 ()
1
=&
og

1 1
u(3/4,1/32) = 567(1+4“2)/32 sin <Z7T> = —567(1+4ﬂ—2)/32 ~ —0,1411.

Avviket vi ble bedt om & finne er altsé 1/64 + e~(1+47)/32 /9 ~ 0,1568.

@ Metoden som er implementert er Heuns metode («forbedret Eulery), altsa

Yn+1 = Yn + %(lﬁ + k2),
hvor
ki = hf(2n,yn) og ko = hf(zn + h,yn + k1)
Hvis f(z,y) = Ay, er k1 = hAy, og
k2 = hA(Yn + hAYn) = hAyn + h* Ny,

slik at metoden blir

1 h 2
Yn+1 :yn‘|‘§ (Qh)\yn—l—hQ)\Qyn) — <1+h)\—{— ( 2) )yn

Anvendt n ganger finner vi

rA)2\"
Yn = (1+h>\+(2)> Yo,
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og vi ser at lim,, .« y, = 0 kun hvis

2
’1+h)\+ (h;\) < 1.

I vart tilfelle (A = —1000) har vi altsa

6

1
1 — 1000h + %hQ <1,

som er tilfredsstilt hvis og bare hvis h < 1/500.

Dersom vi gnsker & si noe om lim,_o y, ogsd for stgrre h, kan vi bruke en im-
plisitt metode, for eksempel baklengs Fuler. Med baklengs Euler er yp,11 = yn +
hf(.l‘n+1, yn—l-l)- Da far vi

Yntl = Yn + RAYny1

Yt =N
slik at
= Ty
Det er klart at y, — 0 nar n — oo sa lenge 1 — hA > 1, som for A = —1000 er sant

uansett valg av h > 0.
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