TMA4135 Matematikk 4D

Forelesningsnotater

Numerikk

Disse forelesningsnotatene er ikke noen erstatning for laereboken, for den er en murstein, altsa tar den
flere tidr, en haug med slaver, samt et stort forlag, a skrive. Feil sniker seg inn - finner du noen, send
gjerne epost til morten.nome@gmail.com.

Ligningslgsere

I anvendelser mgter man ligninger som ikke lar seg I@se analytisk. Et klassisk eksempel er x = cos x.

Fikspunktiterasjonen
Anta at vi har en ligning pa formen

r=g(r).

Iterasjonen

Xip1 = g(x;)- (1)

vil konvergere mot r dersom r, x, € (a, b) og g'(x) < 1 pa (a, b).

Newtons metode

Anta at ligningen er pa formen

f(r) =0.

Prosedyren for Newtons metode er som fglger: sl tangenten til funksjonen f i iterasjonen x;. Punk-
tet der tangenten skjeerer x-aksen er den nye iterasjonen x;, 1. Hvis vi setter opp ligningen for tangen-
ten

y—flx) = () (x — x0),
og sier at iterasjonen x;, 1 er de x-verdien slikaty = 0

—f(x) = 1) (Xiwr = x0).

blir iterasjonen

f(x)

xi+1 = xl - f,(x)
2
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Sekantmetoden

Denne ligner pa Newton, men vi slar sekanten til f gjennom iterasjonene x; og x;_4, istedet for tangenten
i x;. Punktet der sekanten skjeerer x-aksen er den nye iterasjonen x; 4. Iterasjonen blir

Xi — Xi—1
fO) = flxizg)

Merk at her ma man ha to initialgjetninger x; og x,, siden man trenger to punkter for a sla en se-
kant.

Xiv1 = X — f(x;)

Newtons metode i to dimensjoner

Anta at vi har to funksjoner f; (x,y) og f,(x, y). Vi leter etter et punkt (a, b) slik at bade

fi(a,b) =0
og

fz(a,b) = 0.
Ligningene

fitx,y) =0
og

f(x,y) =0

angir nivakurver for funksjonene f; og f,. Punktet (a, b) ma ligge pd skjeeringspunktet mellom dis-
se.

fikky) =0

X

f(x,y)=0

Anta at du har en iterasjon (x,, y,). Vi setter opp tangentplanene til f; og f5 i (x5, V)
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d
Z— fl (xn' Yn) fl (xn: Yn) (x xn) + a_j;j (xn: Yn) (y - Yn)

ad
2~ fo (%, yn) = f 5 Y (x = x) + a—’;z(xn. Y = Y.

Hvis vi krever at z = 0, far vi ligninger for der disse tangentlinjene skjaerer (x, y)-planet

d
—fi(Xny V) = f = oY) (= x) + a—’;l(xn. Y)Y = V)

—fo(Xny V) = fz = (i, Y) (x = x) + ];Z(xn,ynxy—yn).

Iterasjonen (x,41, Yn+1) defineres som skjeeringen mellom disse linjene.

o (xni yn)

\ (Xn+1, Yn+1)

[ (a,b)
X

Altsa er

0

~fi () = f = G ) (s = ) + a—’;l(xn, Yu) Ons1 = ¥n)
0

_fZ (xn' yn) fZ (xn' yn) (xn+1 xn) + a_];f(xn' yn) (Yn+1 - }’n)-

et lineaert ligningssystem som definerer (x,41, Yn+1)- Matrisen er

af, af,
= (o Yn) 6—;(xn. Yn)

afz afz

2 (ns V) (an Yn)

og vi skriver
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of; o
JACD) 22 Cdn) 5, () \ [y —
f2(%n, ) L2 (2, ) Z—};f(xn, ) Yn+1 = Yn

Na kan vi gange med

af, af, -1
ox G ¥n) - 50 (%0, V)

af af.
ox G ¥n) - 50 (%n, Yn)

fra venstre, legge til (x,,, y,) pa begge sider, og fa Newtons metode for systemer

af, af, -1

Xn+1 Xn 6_;(xn'yn) 6_;(xn’ Yn) fl (xn' yn)
d d

Yn+1 Yn 6—1;2 (X yn) a—];f (X yn) f2(n, yn)

Jeg gadd ikke skrive ut hva

af, af,
ox G ¥n) - 50 (%0, V)

af. af,
ox G ¥n) - 50 (%n, V)

er, men du kan regne det ut ved a huske fra linezeralgebraen at

a b\ _ 1 [(d -b
c d) ~ad—bc\-c a)

Litt om konvergens

Vi bruker taylorutvikling for @ analysere hvor fort en ligningslgser konvergerer mot Igsningen. La oss
begynne med fikspunktiterasjonen. Vi taylorutvikler g om r, og far

90) = 9 + g/ )0 1)+ T ey =12 + T s 4
Na kan vi skrive
a1 =7 = 90n) — 90) = g )0 = 1)+ T ey 12+ D ey s g

og da har vi en ligning som sier noe om stgrrelsen pa x,,+1 — r som en funksjon av x,, — r, altsa hvor
mye feilen minker fra iterasjon til iterasjon. For fikspunktiterasjonen ser vi at det blir best konvergens
om g er sa flat som mulig. Konvergensen kalles for gvrig linezer, siden x,,1 — r er proporsjonal med
Xp—T.
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For & analysere Newtons metode

I 1€
M R
ma vi se pa det som en fikspunktiterasjon der
f(x)
gx) =x— ——.
f'(x)

Vi beregner

e = fOf ) fOOf" ()

’ =1 —
9 (F()? ()
Husk at f(r) = 0. Dersom f'(r) # 0, far vi
fFf" ()
') =-——"—2=0
IO =G
slik at
9" (1)

X1 — T =9g(xp) —9(r) = 2 (xXn — T)Z + 0((xp — 7)3)-

Dette kalles kvadratisk konvergens - feilen etter n+ 1 iterasjoner er proporsjonal med kvadratet av feilen
etter n iterasjoner. Da konvergerer det fort.

Nar det gjelder sekantmetoden, kan det vises at

Xpp =1 = Cloy = 1)1,

men det er et svineri, du ma taylorutvikle noe ut av det hinsidige. Konvergens kalles superlinezer, altsa
kjappere enn fikspunkt, men treigere enn Newton.

Polynominterpolasjon

Vi tenker oss at vi har n + 1 punkter pa intervallet [a, b], og en funksjon f : [a, b] = R. Punktene kaller
vix;der 0 < i <n, medxy = a, x, = b. For korthets skyld skriver vi f(x;) = f;. Oppgaven er a finne
et polynom av grad n som reiser gjennom punktene (x;, f;).
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Lagranges interpolasjon

For hvert punkt x;, definerer vi et polynom L;(x) av orden n:

n
(x — xx)
Li(x) = —_—
' LG — )
k+i
Polynomet L;(x) har egenskapen
L) 1 fori=k
((xp) = .
e 0 fori+k

N3 er det lett 4 sette opp et interpolerende polynom:

Pn() = ) fili(x).
i=0

Merk at p,, (x;) = f(x) for alle k. Konstruksjonen av Lagranges interpolasjon viser at det for en tabell
med n + 1 punkter eksisterer et interpolasjonspolynom av grad n; vi har jo nettopp konstruert det. Hvis
vi antar at det finnes to forskjellige polynomer p,, og g,, av grad n som interpolerer den samme tabellen,

og evaluerer differansen p,, — q,, i punktene x;, ser vi at

Pn(Xi) — qn(x) =0 0<i<n

Men polynomet p — q har grad n, og kan fglgelig ikke ha n 4+ 1 nullpunkter, altsa ma p = q. Dette betyr

at interpolasjonspolynomet er unikt.

Newtons interpolasjon

For a konstruere Newtons interpolasjon trenger vi fgrst & beregne noe som kalles de dividerte differan-

sene. De defineres rekursivt slik:
flxo] = f(x0)

_ f(x1) — f(xo)

X1,Xo| =
f[l' 0] X1 — X

f[xn' e xl] - f[xn—l' e xO]

flxn - xo] =

Xn — Xo

Merk at rekkefglgen pa punktene har ingenting a si. Na kan vi sette opp Newtons interpolasjon:
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n i—1
PnC) = fo+ ) flxin o] | JOr= 0.
i=1 k=0

Merk at Lagranges og Newtons interpolasjon er bare to forskjellige formler for & sette opp det samme
polynomet, siden interpolasjonspolynomet er unikt.

For de dividerte differansene kan man sette opp en generalisering av middelverdisatsen. Middelverdi-
satsen sier at

oy SO —f(@) _
f1(© = === = fla,b]
for en funksjon som er deriverbar pa [a, b].
f
X
a c b

Den tilsvarende satsen for dividerte differenser sier at dersom f er n + 1 ganger deriverbar, og alle
punktene x; er forskjellige, er

_ )

n!

fl%n, - Xo]

for en eller annen s i intervallet [a, b]. Beviset er ikke sa vrient. Siden p,, interpolerer f

Pn

ma funksjonen g = f —p, ha minst n + 1 nullpunkt pa intervallet [a, b]. Gjentatt anvendelse av middel-
verdisatsen forteller oss at g’ har minst n nullpunkt, at g” har minst n — 1 nullpunkt, og videre at g™*?!
har minst ett nullpunkt pa [a, b]. Vi kaller dette s. Siden

n
W pn(x) = n! f[xn’ ey xO]'

fn(S) — n!f[xn, vy xO]-

Interpolasjonsfeilen

Vi skriver opp Newtons interpolasjonspolynom
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n-1 i-1 n-1
pnC) = fot Y flxi o] | [0r =) + Flm ol | [ =m0
i=1 k=0 k=0

Jeg har skrevet ut det siste leddet kun av pedagogiske hensyn. Na bytter vi ut x,, med x i uttrykket over
(tenk pa x som et nytt interpolasjonspunkt), og far

n-1

-1 n-1
FGO = ot ) flxiexol | |Co= 20+ Bt tnse ol | |Ce= 0,
i=1 k=0 k=0

slik at
n-1
FG) = () = (F1 2n 1 %0] = Lt Xg, 20D | [ = 20
k=0
Na er
£ X ol = F T Fn s ol = 1, 0 Xo] 6 = ),
sa da blir

n n+1 n
f(x) = pn(x) = fx x5, . X0] n(x —x) = % l_[(x — Xk,
k=0 k=0

for en eller annen s € [a, b]. Merk at s avhenger av x. Det siste polynomet kalles interpolasjonsfei-
len.

Punktfordeling

Det er langt fra likegyldig hvilke punkter {x;} som brukes i interpolasjonen. La 6; vaere et ekvidistant gitter
pa [0, 7], med 8,, = 0 og 6, = m. Dette gitteret gar feil vei, men ikke tenk pa det.

gn:O 90:7T

Na definerer vi x; = cos 6;. Dette gitteret ligger pa [—1, 1], gar rett vei, og ser slik ut.

X
x():—l xn=1

Det siste gitteret kalels chebyshevgitteret, og det er sardeles godt egnet til polynominterpolasjon. Det

finnes andre gitre som er like bra, men mer kompliserte i bruk. Man finner gode punkter for interpolasjon
ved a plassere dem slik at de minimerer utslaget til polynomet

ﬁ(x — Xk)
k=0
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i interpolasjonsfeilen, og chebyshevgitteret gjgr nettopp dette.

Ekvidistant gitter, derimot, er haplgst for polynominterpolasjon. | figuren under er et lagrangepolynom
plottet pa et ekvidistant gitter og et chebyshevgitter, begge med elleve punkt. Merk de uheldige sving-
ningene polynomet gj@r pa det ekvidistante gitteret.

-7 1 1 1 1 -7 1 1 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ekvidistant gitter vs chebyshevgitter

Numerisk integrasjon

| det fglgende skal vi se pa metoder som tilneermer integralet

fbf(x) dx

ved a interpolere f, og sa integrere intepolasjonspolynomet analytisk, altsa at
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fﬂ@szﬁy@mmmu=iﬂmfnmwu=iﬂm%
a a i=o i=0 a i=0

. . b . 2 e . .
der vi har definert 4; = fa L;(x) dx; disse kalles vektene. Med andre ord ma vi bare finne analytiske
uttrykk for vektene, og sa kan vi tilnaerme integralet ved & gange vektene med funksjonsverdiene pa
gitteret. Vi sier at en integrasjonsformel er eksakt for funksjonen f dersom

ffw=2ﬂmm

Dersom du interpolerer et polynom av grad n elller lavere med et polynom av grad n, blir interpolant og
interpolatgr identiske. Derfor ma det veere klart at

fM@M=EHMM
a i=0

for alle polynomer av grad n eller lavere.

Gauss-kvadratur

La g veere et polynom av grad n + 1, som har den egenskap at

b
f qpdx =0 (2)

for alle polynomer p av grad mindre enn eller lik n. Et polynom q som tilfredsstiller dette kravet, ma ha
ngyaktig n + 1 nullpunkter pa intervallet [a, b]. For dersom antallet nullpunkter x;, kall det , er lavere
ennn+ 1, vil

!
f ql_[(x—xi) dx # 0,
i=0

a

men Hl:()l (x — x;) er jo et polynom av grad r, sa dette motsier (2). Dersom vi setter opp et interpola-
sjonsgitter med disse n + 1 nullpunktene vil

fﬂ@szﬂmm

vaere eksakt for alle polynomer av grad mindre enn eller lik 2n + 1. Dette kan man vise som fglger. La h
veaere et polynom av grad 2n + 1 eller lavere, og del h pa g, slik at

h=gqp+r.

der p og r har maksimal grad n. (Dette er alltid mulig.) Na er
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h(x;) = q(x)p(x;) + r(x) = r(xy),

siden q(x;) = 0 for alle i. Siden integrasjonsregelen dpenbart er eksakt for polyonomer av orden n eller
lavere, kan vi beregne

n

fb h(x) dx = fb q()p(x) +r(x) dx = fb r(x) dx = z r(x)4; = i q(x)A;.
a a a i=0

i=0

Her kommer et eksempel. Lan = 1 og [a, b] = [0, 1]. Vi ma finne
q(x) = ax? + bx +c.
Hvis vi krever at
1 b
a b
f q(x)dxzf ax’?+bx+cdx==-+-4c=0
0 a 3 2

og

o

! b a c
f xq(x)dx=f ax® +bx’+cxdx=-+=-+-=0,
0 a 4 2

w

vil

1
f (ax + b)q(x) dx = 0.
0

Sa far vi se hvor godt du husker matte 3. Ligningssystemet er

/N
w N
BSow
(o) o)}
~—~
a o Q
Il
RS
o o
N~

Vi rekereduserer litt, og far

er

slik at
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q(x) = 6x% — 6x + 1.
Na finner vi nullpunktene til dette polynomet, og setter opp interpolasjonsgitteret

11 1, 1
Xo=7——= o X1 =5+ —.
T2 23 8 727 23

De tilhgrende lagrangefunksjonene blir

X=X 1 1
Lo_xo—xl _@<x_<5+ﬁ>>

og

X — Xp 1 1
lexl—xo =\/§<x_<§_m>>

slik at

1 1 1 1
PR (P ST R SN
° 0 2 243 2 !

Integrasjonsrutinen vi har laget skal vaere eksakt for alle polynomer opp til grad 3. Vi tester:

1(1 1>2+1<1+ 1>2 1 fl 2y
— = - — - =+ — = - = X~ ax
2\2 " 2v3) "2\272v3) 37,

1(1 1>3+1<1+ 1)3 1 fl y
- = - — —| = — = - = X~ dx.
2\2 " 2v3) "2\272y3) T4,



