TMA4135 Matematikk 4D

Forelesningsnotater

Ligningslgsere

Disse forelesningsnotatene er ikke noen erstatning for laereboken, for den er en murstein, altsa tar den
flere tidr, en haug med slaver, samt et stort forlag, a skrive. Feil sniker seg inn - finner du noen, send
gjerne epost til morten.nome@gmail.com.

Ligningslgsere for envariable ligninger

I anvendelser mgter man ligninger som ikke lar seg I@se analytisk. Et klassisk eksempel er x = cos x.

Fikspunktiterasjonen
Anta at vi har en ligning pa formen

r=g(r).

Iterasjonen

Xip1 = g(x;)- (1)

vil konvergere mot r dersom r, x, € (a, b) og g'(x) < 1 pa (a, b).

Newtons metode

Anta at ligningen er pa formen

f(r) =0.

Prosedyren for Newtons metode er som fglger: sl tangenten til funksjonen f i iterasjonen x;. Punk-
tet der tangenten skjeerer x-aksen er den nye iterasjonen x;, 1. Hvis vi setter opp ligningen for tangen-
ten

y—flx) = () (x — x0),
og sier at iterasjonen x;, 1 er de x-verdien slikaty = 0

—f(x) = 1) (Xiwr = x0).

blir iterasjonen

f(x)

xi+1 = xl - f,(x)
2
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Sekantmetoden

Denne ligner pa Newton, men vi slar sekanten til f gjennom iterasjonene x; og x;_4, istedet for tangenten
i x;. Punktet der sekanten skjeerer x-aksen er den nye iterasjonen x; 4. Iterasjonen blir

Xi — Xi—q

Xiy1 = X — f(xi)m.

Merk at her ma man ha to initialgjetninger x; og x,, siden man trenger to punkter for a sla en se-
kant.

Litt om konvergens

Vi bruker taylorutvikling for a analysere hvor fort en ligningslgser konvergerer mot Igsningen. La oss
begynne med fikspunktiterasjonen. Vi taylorutvikler g om r, og far

90 = 900 + 9/ @en 1)+ Ly =2+ L ey

Na kan vi skrive

st =7 = 90m) — 90 = 0 (Vtn ~ 1)+ Lty = + D e,y

og da har vi en ligning som sier noe om stgrrelsen pa x,,,1 —r som en funksjon av x,, —r, altsa hvor mye
feilen minker fra iterasjon til iterasjon. For fikspunktiterasjonen ser vi at det blir best konvergens om g’
er sa liten som mulig. Dersom g’ < 1 pad et intervall som inneholder x, og r, kan konvergens garanteres.
Konvergensen kalles for gvrig linezer, siden x,,.1 — 7 er proporsjonal med x,, — r.

For a analysere Newtons metode

_ f(xi)
xi+1 - xl - f,(x')’
l
ma vi se pa det som en fikspunktiterasjon der
f(x)

I =X Gy
Vi beregner

(@) - fOOf ™ _ fOOf" ()
(f(x)? (f(x))*

g'x)=1
Husk at f(r) = 0. Dersom f'(r) # 0, far vi

FOF @)
1 1 A N 0,
IO ="y
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slik at

g" ()
2

X1 — T =9gxp) —g(r) = (xn — T.)Z + 0((xp — r)S)_

Dette kalles kvadratisk konvergens - feilen etter n+ 1 iterasjoner er proporsjonal med kvadratet av feilen
etter n iterasjoner. Da konvergerer det fort.

Nar det gjelder sekantmetoden, kan det vises at

Xng1 — 1T = C(xy — r)1'62:

men det er et svineri, du ma taylorutvikle noe ut av det hinsidige. Konvergens kalles superlinezer, altsa
kjappere enn fikspunkt, men treigere enn Newton.

Ligningslgsere for ligningssystem

Vi skal ta for oss to metoder for 3 Igse ligningsystemer - en fikspunktiterasjon for linezere systemer, og
Newtons metode for ikkelinezere systemer.

Fikspunktiterasjon for linezere ligningssystemer

Vi skriver om ligningssystemet

Ax=b (2)
til formen
x = G(x).
Vi skriver na
aj; A1z Qg3 X1 a;; O 0 X1 0 a;; ags X1
az1 Az a3 X =1 0 ap O Xy |+|la 0 aps X2 |,
az; dszz 0ass X3 0 0 aszs X3 as; asz; 0 X3
definerer
a1 O 0
D= O a22 0
0 0 as3

og
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0 ai; ags
R=|ay 0 ap],
as; az; 0

og setter opp iterasjonen

Xns1 = D7L(b — Rxy).

Dette kalles Jacobis metode. Det finnes en variant som konvergerer litt kjappere. Vi skriver opp Jaco-
bi

Xns1 = (b1 — Q12Yn — a4325) /a1
Yn+1 = (b — Az1Xn — Az32p) /A,

Zny1 = (b — az1xq — a32¥n)/ass3.

Na beregner man x,,,1 fgrst. Nar man sa skal beregne y, 1 er det ingenting i veien for & bruke x;,,4
istedet for x,,, og nar man skal beregne z,,,, er det ingenting i veien for a bruke x,,1 0g y,,41 istedet
for x,, og y,,. Metoden blir

Xny1 = (b1 — Q1Y — A13Z4)/A11
Yn+1 = (b2 — Qz1Xp41 — Az3Z5) /A2
Zny1 = (by — a31Xp41 — A32Yn+1)/A33,

og heter Gauss-Seidels metode.
Man kan fa en magefglelse for konvergensen som fglger. Dersom Ax = b, vil
x=D"Y(b—Rx),

siden dette bare er en omskriving av Ax = b. Vi kan trekke iterasjonsligningen fra den eksakte ligningen
ogfa

Xp+1 — X = D7IR(x, — Xx).

Her ser vi at feilen minker dersom matrisen D~1R har en ’krympende virkning’ pa vektorer du ganger
inniden. Vihar

1/a41 0 0
D_l = 0 1/a22 0 B
0 0 1/a33

og folgelig
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0 aiz/a;;  aq3/aqq
D™'R = az1/az; 0 azs/az; |,
asi/asz asy/ass 0

Hvis matrisen D™1R skal ha en ’krympende virkning’ pa vektorer som ganges inn i den, bgr komponen-
tene i D™1R vaere minst mulig. Vi ser na at dette skjer dersom diagonalelementene i A er mye stgrre en
de andre elementene i A. Jo stgrre forskjell, desto raskere konvergens. Man kan vise at Jacobis iterasjon
konvergerer dersom vi har sakalt diagonaldominans, nemlig at

n

la;;| > Z lai;l

=
J#i

for alle rekker i A.

Newtons metode i to dimensjoner

Anta at vi har to funksjoner f; (x, y) og f,(x, y). Vi leter etter et punkt (a, b) slik at bade

fi(a,b) =0
08

fa(a,b) = 0.
Ligningene

fitx,y) =0
08

f(xy) =0

angir nivakurver for funksjonene f; og f;. Punktet (a, b) ma ligge pa skjeringspunktet mellom dis-
se.

fitky) =0

X

f(x,y) =0
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Anta at du har en iterasjon (x,, y,,). Vi setter opp tangentplanene til f; og £ i (x5, V)

0 0

z— fi(xn, yn) = a_f;(xn: ) (x — xp) + a_];j(xn' Y)Y — ¥n)
0

z = fo(n, Yn) = f = (i, Y) (x = ) + a—’;zcxn, ) = Y-

Hvis vi krever at z = 0, far vi ligninger for skjaeringslinjene mellom disse tangentplanene og (x,y)-
planet

d
~f1(Xny V) = f = G Y (= x0) + a—’;l(xn. V)V = V)

d
— o (Xn, V) = f"’ o Gy ) (x = ) + ’;Z(xn.ynxy—yn).

Iterasjonen (X,41, Yn+1) defineres som skjeeringen mellom disse linjene.

o (xn: yn)
y 9 (xn+1r yn+1)
[ (a,b)
‘ x
Altsa er
0
—f1.(ns V) = f = G ) (s = ) + a—’;l(xn. V) Ona1 = Yn)
0
_f2 (xn: yn) f2 (xn: yn) (xn+1 xn) + a_f;(xn' yn) (.Vn+1 - yn)-

et lineaert ligningssystem som definerer (x,41, Yn+1). Matrisen er

af, af,
5 s V) 6—;(xn. Yn)

6fz afz

5 K Vn) (xn. Yn)
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og vi skriver
af; af;
J1(Xn, Yn) 6_;(xn’ Yn) 6_; Cens yn) Xn+1 — Xn
f2(n, ) %L () Z—];f(xn, V) Yn+1 = Yn

Na kan vi gange med

af, af, -1
ox G n) - 50 (X0, V)

of of
ox G ¥n) - 50 (%n, V)

fra venstre, legge til (x,,, y,) pa begge sider, og fa Newtons metode for systemer

of af -

Xn+1 Xn 6_;(xn'yn) 6_;(xn’ Yn) f1 Gy )
d 0

Yn+1 Yn %L (2, y) a—’;Z(xn, V) f2 (X ¥n)

Jeg gadd ikke skrive ut hva

af, af, -1
ox G ¥n) - 50 (Xn, V)

of, of,
ox G Yn) - 50 G, V)

er, men du kan regne det ut ved a huske fra linezeralgebraen at

a b\ _ 1 [(d —b
c d/ ad—bc\—c a)°



