TMA4135 Matematikk 4D

Forelesningsnotater

Fourieranalyse

Disse forelesningsnotatene er ikke noen erstatning for laereboken, for den er en murstein, altsa tar den
flere tiar, en haug med slaver, samt et stort forlag, a skrive. Lgsningsforslag til oppgavene underveis
kommer bakerst. Satser pa a fa opp presisjonsnivaet i notatene etterhvert. Feil sniker seg inn - finner du
noen, send gjerne epost til morten.nome@gmail.com.

Fourierrekker pa reell form

En funksjon sies & ha periode p > 0 dersom

f(x+p)=fx) (1)

for alle x i definisjonsmengden til f. Den minste p slik at (1) holder, kalles fundamentalperioden til f.
Standardeksemplet er f(x) = sin x, som har perioder 2m, 41, 67 osv, og fundamentalperiode 2.

La
f(x) = cos(3x)

Hva er periodene til f? Hva er fundamentalperioden til f?

En fourierrekke er en rekke pa formen

nmx
a0+2ancos + b, smT

Merk at fourierrekken har fundamentalperiode 2L. La f vaere en funksjon med definisjonsmengde (—L, L).
Fourieranalyse handler om a skrive f som en fourierrekke:

X nmx

n
f(x) =a0+2ancosT+bnsin - (2)
n=1

For a bestemme koeffisientene a,, ganger vi (2) med cos % og integrerer fra —L til L

L mmx
f f(x) cos I dx = (3)
-L

(o0}
L mmx mmx nmx  mnx
agcos — + an cos cos —— + b, sin — cos —— | dx.
-L L L L

n=1
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Vi beregner sa

fL mmx {ZL form=0
cos — dx =

_L L 0 form=0
L' nmx  mnax 1 (Lt (n+m)m (n—m)m L forn=m
f cos—cos—dx=—f c0S —————x + cos————x dx =
_L L L 2 ) L L 0 formn#m
L nox mnx 1 (m+mn  (n—m)m
j sm—cos—dx=—f sin —————x + sin xdx = 0.
_L L L 2)_, L

Dersom vi bruker disse resultatene i (3), star vi igjen med
1 L
= — d
W=y 1@
og
1 fL nmx
n = 7 l f(x) cos T dx
for n = 1. Likeledes kan vi utlede formelen
b = 1 fL o
n=7 l f(x)sin T dx
ved a gange (2) med sin % og integrere fra —L til L.

Dersom f er stykkvis kontinuerlig deriverbar pa (—L, L), konvergerer fourierrekken f(x) for alle punkter
der f er kontinuerlig. | punkter der f har sprang, konvergerer fourierrekken til midt i spranget.

Finn fourierrekken til
f(x)=x der xE€ (—mmn).

Odde og jevne utvidelser

Vi sier at en funksjon er odde dersom

f(=x0)=—-f()

og jevn dersom

f(=x) = ().
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for alle x i definisjonsmengden til f. Grafen til en odde funksjon blir identisk dersom du dreier den
radianer om origo, mens grafen til en jevn funksjon blir identisk dersom du speiler den om y-aksen. En
rask kikk pa figur overbeviser oss om at

L
f f(x)dx=0
-L

for odde funksjoner, og

f_LLf(x) dx = ZJ:f(x) dx

for jevne funksjoner.

Jevn Odde

Vis at produktet av to jevne eller to odde funksjoner blir en jevn funksjon, og at produktet av en
jevn og en odde funksjon blir en odde funksjon.

Vi merker oss at dersom f er odde, er a,, = 0 for alle n, mens dersom f er jevn, er b, = 0 for alle n.
Fourierrekken til en odde funksjon inneholder fglgelig kun sinusfunksjoner, mens fourierrekken til jevne
funksjoner inneholder kun cosinusfunksjoner.

Dersom en funksjon f har definisjonsmengde (0, L), kan vi definere den odde utvidelsen

_ f(x) forx = (0,L)
fo = —f(-x) forx = (-L,0)

og den jevne utvidelsen
_ Y forx=(0,L)
/= f(—=x) forx = (—L,0).

Siden bade f; og f; er identiske med f pa (0, L), vil fourierrekkene deres konvergere til f(x) pa (0, L).
Man kan saledes velge mellom sinus eller cosinus nar man skal fourierutvikle f pa (0, L).

Vi ser pa fourierutviklingen til f,. For den har vi at a,, = 0 for alle n, og at
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b—lfL .nnxd_ZJ‘L L
n=7 _Lfo(x)sm I x—L Of(x)sm I X.

For fourierutviklingen til fj, har vi tilsvarende at

1 [t nmx 2 (L nmx
a, = Zf_ij(x)cosT dx = Z-L f(x)cosT dx.

Vi definerer Heaviside-funksjonen

1 forx>=0
0 forx<O.

H(x) ={

Finn Heavisidefunksjonens fourierrekke pa (—m, ).

Fourierrekker pa kompleks form
Fra den komplekse analysen husker vi Eulers formel

e = cosx + isinx.
Substituerer vi inn nx for x, far vi de Moivres formel

e'™ = cosnx + i sinnx.

Utled Eulers formel. Hint: se pa maclaurinrekkene til e*, cos x og sin x.

Vi skal i dette avsnittet skrive

[ee)

f@ = et (@

n=-—oo

Denne formen er mer praktisk a jobbe med enn sinus- og cosinusfunksjoner. For a bestemme koeffisien-

. MTTX

tene c,,, ganger vi (4) med e 'L, og integrerer fra —L til L

oo
L —i mnx L i (n-m)m x
f f(x)e "1 dx= Z cnf e L dx.
-L n— J-L

Siden
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L q-mm 0 form#m
f el 1 “dx= (5)
2L forn=m,

far vi

. MITX

1 L
ﬂf f(x)e "L dx = c,.
-L

(6] Vis (5).

Vi kan utlede formler for overgangen mellom fourierrekker pa reell og kompleks form. Substituerer vi
—x for x i de Moivres formel

e'™ = cosnx + isinnx

far vi

—inx

e = cosnx — isinnx.
Vi kan legge dem sammen
elnx + e—mx
cosnx = —
og trekke dem fra hverandre
. elnx _ o—inx
sinnx = -
20
Hvis vi skriver
nmx e nmx e
nnx+b_n7rx eL+eL+beL—eL
a, cos — sin— = qa,| ——————— —_—
n L " L " 2 n 2i

og sammenligner vi (2) og (4), ser vi at

og
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1 .
Cop = E(a" + iby).

Vi kan selvfglgelig ogsa snu om pa disse formlene, og skrive

a, =Cp+c_p

0§

b, =i(cy, — c_p).

fouriertransform

Hva gjgr vi dersom vi gnsker a fourierutvikle en funksjon som ikke er periodisk? En magefglelse for hvor-
dan dette skal gjgres, kan man fa ved a skrive

[ee) [ee)

. NTX 1 . T . NITX
f@= ) qet = ) (Z e dy) e

n=—oo n=—oo
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o " o . . Vs
N3 kan man tolke dette som en riemannsum pa aksen der n telles fra —oo til co. Gitteravstanden er T

og punktene er gitt ved % Hvis vi lar L — oo, vifter vi det vi kan med armer og bein og far

r0 =52 | ([ o ay) e a.

m

Det innerste integralet kalles fouriertransformen til f, og vi skriver

o =7 =| et dx
Det ytterste integralet kalles den inverse fouriertransformen, og vi skriver

O =7 = [ Fyet dw.
Siden

fo = reoa

ser vi at det gir ingen mening a stappe inn en funksjon som ikke lar seg integrere pa hele x-aksen. Det er
vanlig & kreve at f er absolutt integrerbar, altsa at
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f_ IF ()] dx < oo,

Fouriertranformasjonen er en linezer operasjon. Dersom a og b er relle tall, og f og g er funksjoner,
er

F(af +bg) = aF(f) + bF(9).

La f' veere absolutt integrerbar pa x-aksen, og anta at f(x) = 0 nar x - too. Vis at

F(F) = wF ().

Vi definerer konvolusjon mellom to funksjoner f og g som

fro=| fwgtc=v)dv

Det kan vises at

F(f * g) = V2r F(f) F(9)-
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Lgsningsforslag til oppgaver
Dersom f(x) har periode p, har g(x) = f(kx) periode p/k, for

9(x) = f(kx) = f(kx +p) = f(k(x + p/k)) = g(x + p/k).

Altsa har cos 3x perioder p = 2nm/3 for alle n € N. Fundamentalperioden er p = 2m/3.

Her er L = m. Vi beregner

1 Y
ag 2nf_ﬂxx )

s
an=—f xcosnx dx = 0.
TJ)_ g

1" 2
b, = —j xsinnx dx = —(=1)"*1
TJ)_g, n

Merk at symmetri gir ay og a,,, mens b,, ma beregnes. Fourierrekken til f blir

® _1\n+1
f(x) = ZZ %sinnx.
n=1

La f vaere odde og g veere jevn. Siden f(—x) = —f(x), og g(—x) = g(x), far vi
f(=0)g(=x) = =f(0)g (%),

altsa er fg en odde funksjon. De andre tilfellene bevises pa samme mate.

Viberegner
—1jﬂHd—1jnd—1
o= o) H®dx=on | dx=7

T

1 (" 1
a, = ;f H(x) cosnx dx = ;f cosnx dx =0,
- 0

og

s

1" ) 1 2 for n oddetall
bnz—f H(x)smnxdxz—f
TJ)_q T J,

sinnx dx = {n«
0  forn partall.

Altsa kan vi skrive
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1 2w 1
H = =4 — in(2 1
(%) 2+ﬂz:2n_|_151n(n+ )x

Merk at H — % er en odde funksjon. Denne strukturen kommer til syne i fourierrekken til H.

Vi har

x?  x* (ix)?  (ix)*
cosx—1—7+ﬂ+...—1+ > a2

+ ..

o8

o x x® _o @ )P
isinx =1 x—?+§+... =ix+ 3 + 2) + ..

Disse rekkene konvergerer for alle x. Altsa er

+(ix)2 (ix)*  (0*  (@x)°

cosx+isinx=1+ix +..=e™,
2 3! 4! 5!
@ Dersom n = m, far vi
L . (n-m)m L
f el 1 xdx=f dx = 2L.
-L -L
Dersom n # m, far vi
L amn 1 . . 2 _
f e 1 Ydx= ——— (el _ gmilnmT) = — —gin(n — m)m = 0.
_L ilm—m)m n—-m)m

f’“ j=mm 0 forn#m
e L dx =
_L 2L forn=m.

Vi tar en delvis integrasjon, og regner ut

Fy = [ e dx = et

+ iwfoo f(x)e™™* dx = iwF(f).



