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Oppgave 1 Finn polynomet av lavest mulig grad som interpolerer fglgende data:

n|0 1 2
z, |0 1 2
Yo |0 1 1/2

Oppgave 2 Bruk Laplace-transformasjon for a lgse differensialligningen
y'(t) + 3y’ (t) + 2y(¢t) = tu(t — 1)
med initialbetingelser y(0) = 1 og 3/(0) = —1, hvor u betegner Heavisides trappefunksjon
(enhetssprangfunksjonen).
Oppgave 3 Betrakt den tredjeordens ordinere differensialligningen (ODE)
(1+2°)y" (2) - 23/ (z) - y(z) = 2 (1)
for z > 0.

a) Skriv ODE-en i ligning (1) som et system av forsteordens ODE-er pa formen
2/ (z) = f(z,2(x)).

b) Vis at & gjgre et skritt med lengde A med baklengs Euler for ligning (1) er det
samme som 3 lgse det linesre ligningsysstemet

1 —h 0 Z{n-&-l) zgn)
0 1 —h zgn-i-l) — zén)
_1  _—h
e T 1) \AY) Y+

Ville du valgt en skrittlengde pd h = 1/2 eller h = 2 hvis du skulle lgse dette
ligningssystemet med Gauss—Seidel-iterasjon? (Husk 4 begrunne svaret ditt!)

Oppgave 4 La f veere funksjonen definert av
f(z)=L—-2z forzel0,L]
hvor L > 0O er gitt.

a) Bestem Fourier-rekken til den like periodiske utvidelsen av f med periode 2L. Skis-
sér grafen til Fourier-rekken, og veer ngye med eventuelle diskontinuitetspunkter.
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b) Bestem Fourier-rekken til den odde periodiske utvidelsen av f med periode 2L.
Skissér grafen til Fourier-rekken, og veer ngye med eventuelle diskontinuitetspunk-
ter.

c) Forklar hvorfor
2L &1 . (nmz\ 4L X 1 (2n — Vrz L
() m X pes (T ) =3
for z € (0, L). Hva er venstresiden lik nar z = 0?7 Hva er den lik ndr z = L?
d) Bestem summen av den uendelige rekken
i 1
(2n — 1%

n=1

Oppgave 5 Funksjonene f og g er definert ved

fl@)=e™ og g(z)=ge ™.
Bruk Fourier-transformasjon for a vise at
V2
(fr9)(@) = T we ™
Oppgave 6 Betrakt Laplaces ligning
0%u 0%u
72+ a—yj(%y) =0 (2)

med0<z<mogl<y<m/2

a) Finn alle ikke-trivielle lgsninger av ligning (2) pa formen u(z,y) = F(z)G(y) som
tilfredsstiller randbetingelsene

du ou
%(O,y) = a(ﬂ,y) =0.

b) Finn en lgsning av ligning (2) som i tillegg til randbetingelsene fra 6a ogsa tilfreds-
stiller randbetingelsene

E) = (1 +cosz)?

u(z,0)=0 og %(:v,2

dy
for alle 0 < x < 7.

Formelark fglger som vedlegg.
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Numerical formulas
e Let p(z) be the polynomial of degree < n which coincides with f(z) at points z;,7 =
0,1,...,n. If that z and all the z; lie in the interval [a, b],

FoEO [ - =)

i=0

£@) - (o) = oy

o Newton’s divided difference interpolation formula p(z) of degree < n:

(@) = fleal + (@~ 20)lzo, 1] + (& — 20)(& — ) e, 21,22
+...+(_'1;_:1:0)(:1;—.'1;1)...(m—Zn_l)f[xoy--',mn]

e Simpson’s rule of integration:
X2 h
[ f@ dom G+ i+ 1)
zo

e Newton's method for solving a system of nonlinear equations f(x) = 0 is given by the
scheme

JE . Ax(F) = _f(x(k))
x*+D) = x(®) L Ax(®),
o Iteration methods for solving systems of linear equations Ax = b when A;; = 1:

Jacobi: x(m+1) = b — (4 — I)x(™

Gauss-Seidel: x(M+1) = p — [x(m+1) _ [x(m)

Strict diagonal dominance of A is a sufficient convergence criterion for both.
e Butcher tables for Runge-Kutta methods, where

L] 8
Yn+1=Y¥n + Z bik;, k; = hf(zn + cih,yn + Zai,jkj) :
i=1 j=1
(Forward) Euler: Backward Euler:

0|0 1]1
1 1

Heun/improved Euler:

o] o o
1|1 o
172 1/2

RK4:
0olo o o
1/2|1/2 0 0
1/2| 0 1/2 0

0

0

0

10 o 1 o0
[1/6 1/3 1/3 1/6

e Discrete Fourier transform: s
-1

Fo= Z foe~2mink/N

k=0
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Table of some Laplace transforms

o0
£8) F(s) = L{f())} = | e *f(t) dt
0
1
1 s
1
¢ 52
n!
" (n=0,1,2,...) pres
1
e s—a
s
cos wt m
w
sinwt m
s
cosh at P pY
a
sinh at Z_a2
s—a
e coswt G-al+w?
w
e sinwt G-a?+w?
é(t —a) e

Table of some Fourier transforms

F 1 * —twe
fa) fo =FU@) = = [ rae i
6(z) = f(az) i) = 27 (2)
—az? Le_:}_:
€ 2a
e—alal 2_a
mw? +a?




