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— Fram til nd har vi sett pa ordinzere differensialligninger hvor
lasningen kun avhenger av en fri variabel.

— Vi skal na se pa partielle differensialligner-ligninger hvor
lzsningen avhenger av to (generelt flere) variable.

— Generelt format for andre ordens kvasilineser PDL i to variable:
a- Uxx+2b ny+C Uyy == F(X,y,U,UX,Uy).

Disse kan igjen kategoriseres i tre klasser.



— ac — b? > 0: Det kalles en elliptisk ligning:
V2u = ux + Uy, =0  Laplace Ligning
— ac — b? = 0: Det kalles en parabolsk ligning:
Uxx = Uy Varmeligning
— ac — b? = 0: Det kalles en hyperbolsk ligning:

Uxx — Uy =0 Varmeligning
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Vi ser na pa randverdiproblem



differansemetoder.
o

— Problemet né er gitt verdiene rundt, finn verdiene inni omradet.
— Dirichlet randbetingelser: Gitt funksjon pa randen.

— Viinnferer et grid og erstatter de deriverte i ligningen med
numeriske tilneerminger. Nar dette er gjort far vi et algebraisk
ligningssystem som vi lgser. Lagsningen av dette systemet vil
veere Var tilnaerming til lesningen i gridpunktene.

— Vanskelig & lgse problem i irreguleere geometrier.



Hvordan tilnaerme den deriverte numerisk '

Vi kalles x; 1 = x; + hog x;_1 = x; — h, da vi kan tilnaerme

f(X,'—{—h) — f(X,'—h) _ f(X,'_H)— f(X,‘_1)

, . ~
f (XI) ~ 2h 2h 9
0g
/(v _ fl(y. _
f//(Xi) — f(XI + h/2) h f(X/ h/2)

f(xi+h/2+h/2)—f(xi+h/2—=h/2)  f(xi—h/2+h/2)—f(x;—h/2—h/2)
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Hvordan tilnaerme den deriverte numerisk

Slike differensialformler (derav navnet pa metodene) represenge
ofte som stensiler. De har stensil
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Fempunktsformelen ° '

Vi betrakter na operatoren

0?u  d%u
Viu = ox2 T oy
Som fgr innfgrer vi et grid med navngivning en lokal navngivning.
Dette betyr at vi indekserer med to indekser, altsa at

uij = u(x,y;)-

For & lette notasjonen noe bruker vi samme steglengde hi bade x
og y retning.



Fempunktsformelen ° '

1. Vitilneermer de partiellderiverte ved differanser som fer. Vi har

altsa )
O U y;) ~ Yitd £ U1 = 2u;
ox2 h2
2 .. .. ..
9 u(xi, yj) ~ Ujj+1 + Ujj—1 — 2Uij
ay2 h2

2. Vi summerer disse og far den mye brukte fempunktsformelen

Ui+ Ui+ Uiji1 + Uij—1 — 4Ujj

h2
Navnet har den fatt fra det faktum at den bruker fem punkt til &
tilnaerme lgsningen.

VEU(x, ) =~



Fempunktsformelen

Uija

Dette er stensilen for fempunktsformelen.
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Vi skal skrive en lineaer system:

Us, Uy, Ua,;
h
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Vi skal skrive en lineaer system:
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Vi skal skrive en lineaer system:

Uz, Uy, Ua,;
h
h
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Uy Y, Uzs
h
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Vi skal skrive en lineaer system:

Us, Us, Ua,;
h
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Uso . U“' Upy .
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Losning av parabolske ligninger. ° ‘

tid

Initialverdiproblem - gitt en lgsning ved t = 0 finn lgsningen
framover i tid.

Vi bruker symbolet h for & indikere romlig steglengde, og k for &
indikere temporeer steglengde.
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Varmeligning ° '

u(x0)=f(x) | u@aty=g(t) |  |ulb,t)=gi(t) |

)

Da
9 _u(xi i+ k) —u(xi, ) u(xi b)) = u(xi, 4)
pruti ) ~ k - k
0g
0? (Xiy1, ) + u(Xi_1, ;) — 2u(x;, )

u
=5 u(Xi, bj) ~

Ox? h
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Svarer til stensilen

k

derr = 5.

Vi far stabilitetskravet nar

N —
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Skriver lineaer system

A

id 4 4 Y 3
u . . . . . Gumm 3 skritt
20 Usy Uy, Uy Usz
k
U, @ . : &) i O O b 2 skritt
Uz,] U, Uy Yial
k
v, @ ‘ . . ‘ G 1 skritt
1 Uiy Ui, U, Uia
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Skritt 1
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Skritt 1
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Skritt 1
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Skritt 2
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Skritt 2

U3 1 U! 2 U3 3 U3 4
k
UM. Uu‘ U3 U;’
k
U1,1. Ul,z. Ul.i. Ul.a.
—_—
Uos Uo, Ups Uoa

23



Skritt 2
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Varmeligning - Crank-Nicolsons metode

k

derr:ﬁ.

Vi far ingen stabilitetskravet om r.
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Skriver lineaer system

A

id 4 4 Y 3
u . . . . . Gumm 3 skritt
20 Usy Uy, Uy Usz
k
U, @ . : &) i O O b 2 skritt
Uz,] U, Uy Yial
k
v, @ ‘ . . ‘ G 1 skritt
1 Uiy Ui, U, Uia
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Skritt 1
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Skritt 1
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Skritt 1

4 4
Uag. Uz,l. Ua’ U;,q.
k
Uz’ U;,z. U3 U;’
k
U1,1. Ul,z. U Uu.
——— >
U U, U, U,
0.1 b2 03 04

29



Skritt 2
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Skritt 2
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Skritt 2
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