@NTNU

Kunnskap for en bedre verden

TMA4130
Numerisk losninger av lineaer systemer.

Eduard Ortega

Department of Mathematical sciences, NTNU
uke 44




Antall beregninger Gauss-eliminasjon ° '

Antall beregninger Gauss-eliminasjon metode for en linear system
av n ligninger og n ukjenter:

— Gausseliminerting algoritme

1 2, 5 23
E(n—1)n+§(n 1)n~3n

— finne lgsning av en triangulaer system (Bakoversubstitusjon)

n2



LU-faktorisering

Vi vil finne to matriser L og U slik at

A=L-U,
hvor
my 1 0 0 . 0
mo 4 mo 2 0 s 0
L=| M1 M2 mz3z --- 0 nedretriangulaer

Mp1 Mp2 Mzp -+ Mpp

Ui thz Uga - U

0 Uso U2z - Uz.n

u=| 0 0 Uz --- Usn gvretriangulzer
0 0 0 Un,n



A-x=Db

U
L-Ux=Db
I
U-x=y
L-.y=>b

Da
1. lese L -y = b med foroversubstitusjon,
2. lese U - x = y med Bakoversubstitusjon.




Doolittles metode
o

1 0 0
mo 4 1 0 0
L= mz M2 1 0
mn,1 mn,2 m3,n e 1
Da
Uik = a1k fork=1,...,n
a; 1 .
mjq =2 forj=1,...,n
Ui
j—1

Uk =ak— Y Mk fork=j,...,nogj>2
i=1

k-1

1 ,

mj,k_m<aj,k—zmj7/U/7k> forj=k+1,...,nogk >2
’ i=1



Eksempel

a1

s

a1

s

as,1

a2 as
22 a3
azo ds3

Ut 4
ma 1 U1 4
ms 11U 4

1 0
= m2’1 1
msy  Ms2
Uy 2

M Ui 2 + U2
ma Ui 2 + M32U22

Mo 1Uy3+ U3
Ma,1U1,3 + M3 2Uz3 + Uz 3

U3
Uz 3
Uz 3



Fordeler og ulemper
o

— faktoriseringene er unik.
— Noen matriser kan ikke LU-faktoriseres. Da ma vi bytte rader i

matrisene.
0 1 0 1
1 1 10

— Den apenbare fordelen med & gjere Gausseliminasjon pa
denne formen er at vi kan kalkulere L og U en gang, dor sa &
lose systemet for mange forskjellige b.

. 3
— Antall beregninger ~ -



Choleskys metode

La A vaere en symmetrisk og positiv definitt matrise, dvs

— x"-A-x>0forx+#0,
— A er symmetrisk, dvs A = AT

Davikan velge U =L, dvs

A=L-LT




Eksempel

a1 a2 ags my 1 0 0 M1 My Mgy
a2 a2 a3 =\ M ma2 0 . 0 Meo Mo
a3 a3 a3 M1 Mz2 M3 0 0 Ms3
”ﬁ,1 my 1Mo 1 my 1Ma 1
2 2
= MM ms 4 + Mma 5 M2 1M3 1 + M2 2M3 2

2 2
mz1myy  M31M2q + M32M2p M3+ M35+ mgﬁ



Choleskys metode

mjj =

j—1
L 2 P
aj ij,i forj=2,...,n
i=1

k-1
1 .
mj,k:m<aj,k—zmk,imj,i> forj=k+1,...,nog k >2
i—1

)
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X

Choleskysfaktorisering er numerisk stabil, dvs feil med avrunding
vokser ikke stor.
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lterative ligningslosere

Vi vil faktorisere

A=1+L+U,
hvor

0 0 0 - 0 0 a2 a3 ain
a1 0 0 - 0 0 O a3 -+ a2
L= | @1 a2 0 - 0 U= 00 0 <o asnp
an,1 an2 &n - 0 0 0 0 0

1 00 --- O

o1 0 --- 0

_ 0 0 1 0
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Gauss-Seidel iterasjon

A-x=Db
\
(I+L+U)-x=b
\
XxX=b-L-x-U-x

Da Gauss-Seidel iterasjon er definert

[x(n—H) —pb—L.-x(")_y .x(n)]
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Jacobi iterasjon

A-x=b
4
(A—I1+1)-x=b
4
Xx=b—-(A-1)-x

Da Jacobi iterasjon er definert

X" = b (A1) x|

14



Konvergens '

Gauss-Seidel iterasjon konvergerer nar enten
— A er symmetrisk og positiv definitt, eller

— A er diagonalt dominerende, eller
dvs [aij| > >_;.|ai| foralle i

— matrisnormen ||C|| < 1, hvor C = (1+L)~"-U

Matrisnormen er definert enten

— [IAll = /3T =1 &;, eller

— ||Al =max; >4 |a,l, eller
— ||IAl = max; 3= [ail.
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konvergens ‘

Jacobi iterasjon konvergerer nar enten

— absoluttverdien til egenverdiene til matrise (/ — A) er mindre
enn 1,

— A er diagonalt dominerende.
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