Fakta om fouriertransformasjonen*

TMA4123/TMA4125, V2013

Notasjon

e Fouriertransformasjonen til funksjonen f er
~ 1 o0 )
Flfl(w) = wzi/ x)e T dx
[fl(w) = f(w) W mf( )
e Den inverse fouriertransformasjonen er

Pl = = [ g
o Det viser seg at disse er inverse, f = F~[F[f]], sé
fa) == [ e au
og
f@ =g [ [ weeavae 1)

Formel kalles fourierintegralet til f.

Noen egenskaper

1. Vifar at

1 o0
f(O):E/_OOf(CL’)dX

1 [
10)= 2= [ fw)dw.

*Basert pa notat av Harald Krogstad. Notatet er kortfattet og er kun ment som en oversikt.
For flere detaljer, se Kreyszig eller andre bgker om fouriertransformasjonen.




. Linearitet. Fouriertransformasjonen og dens inverse er linesre operato-
rer:

Flaf + bg] = a F[f] + b Flg]
F ' af +bg)l =aF ' [f]+bF '[g]

der a og b er vilkarlige konstanter

. FT til FT. Hvis g(z) = F[f](x), —00 < < 00, sa er

Flglw) = f(=w).

. Translasjon. Fouriertransformasjonen til en translasjon er
Flf (@ = mo)(w) = e7™ Ff)(w).

Hvis g(z) = ™0 f(z) sa er

Flglw) = FIf](w = wo).

. Strekking og komprimering. Fouriertransformasjonen til en reskalering
er

Flftan)lw) = 7171 (%)

a a

Nar funksjonen strekkes ut sa trykkes fouriertransformasjonen sammen,
og omvendt. Se figur.
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6. Derivasjonsregler. Anta f(z) — 0 nar |z| — oo.

(a) Den fouriertransformerte til en nte-derivert er
FIF™ (@)](w) = (iw)" FIf](w).
(b) Den inverse fouriertransformasjonen til en nte-derivert er
FHI M )]() = (—ia)" F[f)(@).
7. Jamne og odde funksjoner.
f jamn < fjamn f odde <— f odde

Dersom f er en jamn funksjon kan vi bruke eulers formel til a forenkle
formlene for fouriertransformasjonen og dens invers:

flw) = \/12?/_2 fx)e™ ™ = \/2/000 f(x) coswz dx
flz) = \/12?/_(: f(z)e = \/Z/OOO f(x) coswa dx
Dersom f er en odde funksjon vil
flw) = \/% /_0:0 fz)e ™ = —i\/z/ooo f(x)sinwz dx
flz) = \/% /C: fz)er = i\/Z/OOO f(x) sinwaz dx

Boken kaller integralene i ([2)) for henholdsvis fourier cosinus-transformasjonen
fc og den inverse fourier cosinus-transformasjonen. Integralene

\/3/000 f(z) sinwz dx
\/Z/OOO f(x) sinwz dx

i kalles henholdsvis fourier sinus-transformasjonen f; og den in-
verse fourier sinus-transformasjonen.

(2)

(3)

Merk at fouriertransformasjonen til en generell f kan skrives som

f(w) = fc(w) - Z.fs(w)'



Fouriertransformasjonen og konvolusjon

Definisjon. Konvolusjonen av f og g er definert ved

(f*g)(z / f(p)g(z —p)dp.

Merk: dette er ekvivalent med

0= [ " - o) dp.

Flf *gllw) = V2rf-g
f*g.

Vi har

1 a1
[f- 3] T
Far dermed

(f * 9)x / F@)aw)e* dw.

Merk: fxg=g=* f.
I operasjonen f — h x f representerer “hx” et sakalt filter. Et filter er en
transformasjon L som sender en funksjon f til L(f). Filteret er lineert dersom

L(af +bg) = aL(f) +bL(g),

og translasjonsinvariant (ogsa kalt tidsinvariant) dersom

L{faol = (Lf)ao

der f,, betegner funksjonen f(z — ).
Konvolusjonsfilteret f — h x f er bade linesert og translasjonsinvariant:

hx(af +gh)=a(h*f)+b(h*g)
og
(h*f)w*ozh*fwo-

Det viser seg at alle linezere og translasjonsinvariante filtre kan representeres
ved konvolusjon. Dermed kan en beregne resultatet av filtreringen via fourier-
transformasjonen. Dette er en av de aller viktigste anvendelsene av fouriertrans-
formasjonen.

Deltafunksjonen

Deltafunksjonen §(x) er en sakalt generalisert funksjon (Kreyszig, 10. utgave,
ch. 6, s. 226). Det er vanlig a beskrive § som en “funksjon” som er 0 overalt
bortsett fra i x = 0 der den er uendelig, og med totalt areal under grafen lik 1:

oo, =0 > B
o) = {O ellers ©8 /,oo o) =



men dette gir ikke en veldefinert funksjonﬂ Tenk pa §(z) eller, mer generelt
0(x — xp), som en “impuls” eller “spike” konsentrert i ett enkelt punkt « = x.
Den viktigste egenskapen til §(z) er

/ " (@) f(x) dx = £(0),

— 00

eller mer generelt
| s —anr@ai= [ 80— ) @) = flao),

Fouriertransformasjonen til deltafunksjonen.

1 > ) 1 . 1
— 5 —WwT d — —iw0 — .
(@) m/m ()e ™ dx = e ™ = o

Fouriertransformasjonen til deltafunksjonen er lik konstanten 1/+/27.

Konvolusjon med deltafunksjonen.
6+ = [ 8- p)p)dp = f(o)
det vil si,

oxf=f.

Konwvolusjon med deltafunksjonen gir samme funksjon.

Fouriertransformasjonen av en gaussfunksjon

La f(z) = e /2. Dette gir en
sakalte gausskurve (eller “bell curve”).
Funksjonen er enormt viktig, bade i
matematikk og statistikk (normalfor-
delingen).

Vi §kal finne den fouriertransfor-
merte f til f.

Siden f'(z) = —we~* /2 vil f tilfredstille differensialligningen

fl(@) +af(x)=0. (4)

Ifor en rigorgs definisjon av deltafunksjonen, se f.eks. http://en.wikipedia.org/wiki/
Dirac_delta_function og referansene gitt der.



http://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function
http://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function

Fra derivasjonsregelene for fouriertransformasjonen far vi
0=F[f" +zfl(w)
= Ff'l(w) + Flofl(w)
= (iw)F[fl(w) +iF[~izflw), (*=-1)
= (iw) f(w) +if' (W),

sa A R
flw) +wflw)=0.
Den fouriertransformerte f vil ogsd tilfredstille !

Dermed ma

flw)=Cf(w) =Ce" /2,

der C er en konstant. Vi gnsker a bestemme C. Har

1 RN
1= 0 = 2= [ fe)dw
1 R
——mC/_OOe dw

Dette siste integralet er kjent. Faktisk er E|

/ e~ dx = /m,
og vi far C' = 1. Altsa:

F {e‘xz/z} — v/,

Den fouriertransformerte til en gaussfunksjon er en gaussfunksjon.

Parsevals teorem

Akkuratt som for fourierrekker finnes det et Parsevals teorem (ogsa kalt Par-
sevals identitet eller Plancherels formel) som knytter integralet av |f(x)|? til
fouriertransformasjonen:

| rra= [P

Med andre ord: energien ffooo |f(x)]? dx til funksjonen f i tids-domenet er lik

energien [ |f(w)|2dw i frekvens-domenet.

28e f.eks. http://mathworld.wolfram.com/GaussianIntegral.html


http://mathworld.wolfram.com/GaussianIntegral.html

Bevis av Parsevals teorem. Viser fgrst at fouriertransformasjonen til f(—x)

er f(w):

1 = —iwz —L - _ W x—5:$i o —iws Jx — A
\/T—W/_oof(—x)e dX—m/_oof( r)eiwr dx = m/_mf(s)e dx = f(w).

Lar sa g(z) = f(—=z) og far

=/_ (@)l dx
Siden (f * g)(z) = [, flw e dw vil
(g% 1)(0) = / dw—/ F@) dw—/ (@) dw,

som beviser Parsevals teorem.



