Lgsningsforslag Matematikk4aN/4M, TMA4123/TMA4125, var 2016

Oppgave 1

Skriver om ligningssystemet pa vanlig mate

—1,_1 1
X=3y—3z+73
_ 1 1 2
y=—3X—3z2+3%
z=—ly_Lly41
=73 ¢V T3
Gauss-Seidel blir da
-1 _1 1
xn+1_4yn 4Zn+4
—_1 _1 2
yn+1 - 3 xn+1 3 Zn + 3
n+l = 3 Vn+l 6yn+1 2
Settervi x, =1,y, =1,z, =0 farvi
_1_ 1_
X =5-0+5=

Dvs. (xl’ylizl):(%’%’%) .

Oppgave 2
Vinar g/ (x)= -3, g} (x) =~ g/ (x) =~ (1-x) 3. Dus.
(1+x2) 3
g/(0.7)|=1.47, |2, (0.7)|=0.63, |5 (0.7)|= 0.74.
Siden g'(x)\ <1 for x ner Igsningen er ngdvendig for konvergens, ma det vaere

fikspunkiterasjonen x,,, = g, (xn ) som ikke gir konvergens.
Bruker vi g, (x) for iterasjon gir dette

x, =0.7,x, =0.6711,x, = 0.6895, x, = 0.6852, x, = 0.6805, x, = 0.6835,x, =0.6816, x, = 0.6828, ..

s& med to signifikante siffer er Igsningen 0.68 .

Oppgave 3

Vi har

)”:?C—y:f(X,y), y(0)=0, og h=0.5.



For RK4 er

k= hf (x5, 9,)=0.5(0-0)=0

ky =hf (x,+%, y,++k )=0.5(0.25-0)=0.125

ky=hf (x,+%,y, ++k,)=0.5(0.25-0.0625) = 0.09375

ky =hf (x,+h,y, +k;)=0.5(0.5-0.09375) = 0.2031

Alts3 er

y(0.5) = y, =y, ++(k +2k, + 2k, +k,) =0.10677

(Eksakt lgsning er y(x)=x—1+e™ somgir y(0.5)=0.106531)

Oppgave 4

Simpsons metode er for dette problemet har =+ , og

1
e AT o b b U g60305a,
o1+x  43\1+0 1+  1+5  1+5 1+1

(Eksakt Igsning erIn 2 ~ 0.693147 .)

1 " 24 o
Laf(x):m .Daer f (x): (1+x)5 Altsaer M, :?2[%13(]

I (x)| =24

La absoluttverdi til feilen veere R . Da er

5
g UM,
180(2n)
5
Dvs. hvisw <107% er feilen liten nok. Dette gir (2n)4 > ﬁ108 < 2n2>2604.
180(2n) 180

Siden vi trenger et like antall delintervall, er 2n = 62 delintervaller tilstrekkelig for feil mindre en 10°*

Oppgave 5
a)

Vi har



Va

27 . 200 cosnx l”
bn:;'([(ﬂx—xz)smnxdx—ﬂ{ [ (ﬂx } n-([ w—2x cosnxdx}

0

%{O+%[O{(7z—2x slnnx}L%z!‘smnxdx}} 7;:13 Z[cosnx]: 7;:13 (1-cosnz) .

Altsa er

- 7:; ,fornodde
0, for n like

Dette gir Fourier sinus-rekke

83 sin(2m+1) x
7T =0 (2m+l)3

Fourier sinus-rekka til f(x)

b)

u(x,t) = F(x)G(t) innsatt i differensialligninga gir

Gl Fx)
Altsa er
F'—kF=0
G-kG=0

Randbetingelsene gir F(O) = F(;z) =0.



Differensialligninga for F' har karakteristisk ligning
r* —k =0 . Drofter ulike k :
k=1*>>0,1>0:

Daer F(x) =Ce™ +Ce™ . Vi har0=F(O) =C+C, <C,=-C, .

Dette gir F(x)=C, (e“ —e’l") .Men 0=F(7)=C, (el” —e’l”) erumulig forC; #0 og 4 >0 .

k=0:Daer F(x) =Cx+C,, 08 F(O) = F(?T) =0 er umulig for ikke-triviell F(x) .

k=-2%<0,4>0:Vifar F(x)=C, cos Ax+C,sinAdx . F(0)=0 gir C, =0 . Altsa er
F(x) =C,sinAx .For A >0 erF(ﬂ) =0 oppfylt hvis og bare hvis A =nxz, n=1,2,3,... , dvs.
k =-n*.Vifar F (x) =sinnx, n=12,3,.. . Korresponderende G, (t) oppfyller G'+ n*’G =0,

n

somgirG, (t)= Ae™" . Altsaer
u,(x,t)= 4, e " "sinnx, n=1,2,3,..

alle mulige ikke-trivielle Igsninger pa randverdiproblemet pa formen F(x)G(l‘) .Herer 4,

konstanter.
<)
Steady state Igsninga, u, (x), innsatt i differensialligninga gir

0=u!(x)+2 < u (x)=—x"+Cx+C,.
Randverdieneu, (0)=u, (7)=0gir C, =7, C,=0.Altsaer

ug (x)=rmx—x>.

Skriver
u(x,t)=u,(x)+v(x,t) , og bestemmer randverdiproblemet for v(x,?):
Innsatt i differensialligninga gir dette
(1, (x)+v(x.2)) =(u, (x)+v(x,0)) _+2 v(xt)==2+v, (5,0)+2 v, =v, .
Randbetingelsene: Sidenu, (0) =u, (7) =0 far vi

0:u(0,t):us(0)+v(0,t):v(0,t) = v(O,l)zO



0=u(zt)=u, (z)+v(z,t)=v(7,t) = v(7,1)=0.

Altsa oppfyllerv(x,t) det homogene randverdiproblemet i b). Det vil si at v(x,t) er gitt som

v(x,t)= ZAne*”z’ sinnx ,

n=1
for konstanter 4 , n=1,2,3,... .

Dermed er

u(x,t)=ug(x)+v(x,t)=mx—x>+ i Ae " sinnx

n=l1

(formell) I@sning pa randverdiproblemet i c).
Startverdien u(x,O) =0 gir
0= u(x,O) =u, (x)+v(x,0) & v(x,O) =—u, (x) .

Vi har da

v(x,0)=§:An sinnx=—(7rx—x2) :

n=1

Fra a) finner vi da

T, fornodde

A, =< 7n
0, for n like
Altsa er Igsninga
() sin(2m+1)x
(2m+1)’

“(X,f)=us(x)+v(x,t)=7zx—x2 —§ie
ﬂ.m:O

Oppgave 6

Den Fouriertransformerte tilf(x) er

Fourierintegralet er




dow =

1 T cos wx +isinwx—cos®(x—2)—isinw(x—2)

27i 0]

—00

L < sina)x—sina)(x—Z)da) ,
2 w

—00

siden

cos wx —cos @ (x—2) sin wx —sin @ (x —2)

er en like

er en odde funksjon av @ for fast x . Siden
® w

funksjon av @, kan Fourierintegralet skrives som

dw .

lj«sma)x—sma)(x—2)da):lI51nwx+51nw(2—x)
pa pa

0 9

0 0

Siden f(x) er kontinuerligforx =1, er

0 0

Oppgave 7, kun for TMA4125, Mat4N
a)

Ta Laplacetransformasjon pa begge sider av ligninga:

SY(5)425Y ()4 Y (s) = e V(s) =™ — .
s s(s+1)
Vi har ! zzl—;z—L,altsé’uerlf1 ! > =]—te'—e" .Dvs
s(s+1) s (S+1) s+1 S(s+1)
1 (-
H=L"e" —u(t=1)(1-(t-1)e " -t
0 [ S(m)} (1)1 (e )
b)
Vi har

L(tm*t"):L(t”’)L(t”)z m! n! _ m!n! _

m+l_n+l m+n+2
S S

S

m'n' (m+7’l+1)' m'l’l' m+n+l1 m'l’l' m+n+l1
= L =L ———— .
(m+n+0( AW“W‘J (m+n+D!(t ) hm+n+nf

Altsa er



tm *tn — m'n' m+n+1

(m+n+1)!

7

siden venstre og hgyre side har samme Laplacetransformert.

Spesielt forf =1gir dette

1

J.um (l_u)” du :ﬂlm-ﬂﬁl :Ln!

d (m+n+1)! (m+n+1)!'



Oppgave 8a) (Kun for TMA4123)

Det koden gjgr er & diskret fouriertransformere y som er samplet pa 400
punkter (like langt fra hverandre) i intervallet [0, 2]. Deretter plotter den ab-

soluttverdien av den diskret fouriertransformerte, |Y|, som viser oss frekvensspek-

teret til y. Nar vi kjorer koden far vi Figur 1.
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Figure 1: Frekvensspekteret til y, |Y].

Forklaring av figur: Funksjonen y(t) = 2 sin(10%2x7mxt)+sin(40%2*m*t) er
en linezerkombinasjon av to sinusbglger med hver sin frekvens og amplitude.
Den fgrste har en amplitude pa 2 og en frekvens vi kan lese rett av pa 10Hz,
og den andre en amplitude pa 1 og en frekvens pa 40Hz. Vi forventer da at
|Y'| vil ha topper ved 10Hz og 40Hz, hvor toppen ved 10Hz vil veere hgyere.
En frekvens svarer til n/T Hz, n = 0,...,N — 1, hvor T er perioden, n er
plasseringen i figuren og N = 400 er samplingspunktene. Vi har T = 2
slik at den hgyeste toppen vil veere ved n = 107" = 20 og den laveste ved
n =407 = 80, som i Figur 1.

Symmetrien som oppstar til hgyre i figuren skyldes at vi for DFT har

[En—n| = [fa]-
Derfor far vi ogsa en hgy topp ved N —n = 400 — 20 = 380 og en lavere ved
N —n =400 — 80 = 320.
Ekstra: Symmetrien kan man vise generelt pa fglgende méte. (Beviset

er ikke ngdvendig for et fullverdig svar pa denne oppgaven.) La f ha lengde
N. Da far vi

N-1 N-1 N-1
fy_p = Z fke—Qm(N—n)k/N _ Z fke—Qme/Ne27rznk/N _ Z fke—27rzke2mnk/N
k=0 k=0 k=0
N-1 )
_ Z fk627rmk/N’
k=0



2mik

hvor den siste likheten fglger av at e = 1 nar k er et heltall. Sammen-

ligner vi med
N-1 ‘
£, = Z fk:eformk/N7
k=0

ser vi at

~

fon = f’;u

som gir [fy_n| = |£,].

Oppgave 8b) (Kun for TMA4123)

20Hz tilsvarer n = 207 = 40. Vi gnsker a kvitte oss med alle frekvenser
under 20Hz ved & endre Y. Det gjor vi ved & sette alle elementer i Y fra
n =0 til n = 39 til 0. P4 grunn av symmetrien nevnt i forrige oppgave ma
vi ogsa huske & sette alle elementer fra N —n = 400 — 39 = 361 til 400 til 0.
Dette gir oss folgende kode (vektorer i matlab starter pa 1):

Y(1:40)=0;

Y(361:400)=0;

Kjgrer vi plot(abs(Y)) pa nytt na far vi Figur 2, og vi kan se at alt under
20Hz er borte.
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Figure 2: Frekvensspekteret til y etter endring av 'Y



