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Gitt differensialligningen

% Y (y
x

a) Sjekk at den eksakte lgsningen er

T

y(w) = 1+ lnz’

b) Finn en numerisk tilngermelse til y (2) ved & bruke

i) Eulers metode, med steglengde h = 0.25 (Vink: Sjekk at nest siste steg er
ys ~ 1.093...)
ii) Heuns metode, med steglengde h = 0.5. (Vink: Sjekk at y; ~ 1.055...)
iii) Klassisk Runge-Kutta metode (RK4), med steglengde h = 1.

c) Sammenlign feilene, Errpym (2) = ¥ (2) — Ynum (2), 1 de numeriske lgsningene for
de tre metodene. Hvor mange beregninger av f (z,y) har det veert ngdvendig &
gjennomfgre for hver metode?

d) Ansla hvor mange skritt som trengs med Eulers metode for & oppné samme
ngyaktighet som du fikk for ett steg med RKA4.

Vink: Anta at feilen i y for Eulers metode i x = 2, Errgyer (2), kan skrives C' x h
og bestem C ut fra det du fant i (b) og (c). Hold C fast mens du deretter finner en
passende h slik at feilen blir omlag Errrk.

e) Adams-Bashforths metode av 2. orden er gitt ved y,4+1 = yn + %(3fn — fn-1)
Bruk denne metoden for & finne en numerisk tilngerming til y(2). Bruk skritt-
lengde h = 0.5 og y; fra Heuns metode i a) til & initialisere metoden.

La en differensialligning veere gitt av ' = f(z,y). Baklengs Euler er en implisitt
metode for & lgse differensialligninger implisitt. For & utfgre et steg med baklengs
Euler, ma fglgende ligning lgses

y1 = yo + hf(x1,y1) (1)

Hvis f ikke er veldig enkel, m& man bruke en numerisk lgser for & lgse denne ligningen.
Altsa: for hvert steg i den numeriske lgseren av differensialligningen mé& man bruke
en numerisk lgser for den algebraiske ligningen (1).

La oss ferst bruke fikspunktiterasjon. (Sec. 19.2 i Kreyszig.)
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a) Anta at ‘%‘Z’y)‘ < L for alle (x,y). Vis at da finnes en hg > 0 slik at for
alle h < hgy konvergerer fikspunktiterasjonen definert av zx41 = yo + hf(x1, 2)
konvergerer mot en lgsning av (1). (Pass pa at du ikke forveksler de to folgene
Yo, Y1, .- OZ 20,21, - - ., den sistnevnte konvergerer mot z;.)

Hint: Theorem 1 i Sec. 19.2 s. 797 (s. 789 1 9. utgave).
Vi kan ogsa bruke Newtons metode for & Igse (1). Dette krever at vi kjenner fy(z,y) :=
LGy,

b) Finn iterasjonsformelen for Newtons metode anvendt pa 1.

c) Vis at det finnes en hg > 0 slik at for alle h < hg har Newtons metode anvendt
pa (1) kvadratisk konvergens.

d) For bade fikspunktiterasjonen og Newtons metode begr z ligge neerme y;, som
vi ikke kjenner. Hva kan man bruke for zg, som ikke krever mye beregning?

Skriv om fglgende ligninger til forste ordens systemer og skriv ut formelen for Eulers
metode med steglengde h.

(4) y" +y=sin(2z), y(0) =0, y' (0) = 0.
(i1) y'— (1—y?)y +y=cos(z),y(0)=1,¢(0) =2.
(@) y"+3y" +y=2y(1)=0,y (1)=1,y"(1)=2 y"(1)=

Det er ikke ngdvendig & sette inn tall.
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