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16.4.4| Vi skal regne ut integralet

2
/ cos a0,
o 13—12cos20

Vi har at
1 1
0=— -
cos 2(z+z)
1,45 1
cos20:§(z +Z—2)
d@:%.
iz
Dette gir
/-271' cos 6 d@—j{ 1(z+1) dz_f 2241 &
0 13—12cos20 Jo13—6(2+ %) iz Jo20i(1322 621 —6)

Finner polene:

2 3
1322 — 625 —-6=0 — zozi\/gellerzozi 5

Av disse er det kun zy = i\/g som er innenfor enhetssirkelen. Regner ut residyene
for zg = j:\/g :
p(20) 241 V6

p(2)
R =R = = =+
es f(z) = Res q(z) ~ ¢(20) 2i(262 —2423)  ~ 24i

Fra residyteoremet far vi dermed at

2 2
/ cos 40 — j{ ‘ 22 +1 &
o 13—12cos26 c 2i(1322 — 62* — 6)

4
= 27 Z Res f(z)
j=1

(V6 V6
= 271 —_— =
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=0
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16.4.10 | Skal finne cauchyprinsipalverdien til

/°° dz
oo T+ 322 -4

Finner nullpunktene til 24 = 322 — 4:

= Yy’ +3y—4=0

= y1:17 3/2:—4
— r1=-1€R

Substituer y = x

zo=1€R
x3 = 2i @vre halvplan

x4 = —2i Nedre halvplan
Na& bruker vi formel (14) fra s. 732 i boka:

pr. v. /_oo f(z)dx = 27rz'ZResf(z) +7riZResf(z)

hvor den fgrste summen tas over alle poler i gvre halvplan, og den andre over alle
poler pa den reelle aksen. Dermed far vi

o dz , 1 ‘ 1
pr. v. /001.4_'_31.2_4 :2WZZR€Sm+WZZReSm

1 1 1
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Her har vi brukt at

1 1 1 1
R = p— =
By (:1;4 ¥ 322 — 4) [4953 ¥ Gx] oy —B2i+ 12 —20i

R 1 1 1 1
€S = = e —
z=—1 \ 2%+ 322 -4 a3 +6x|,_ , —4—-6 10

R 1 1 1 1
es = — _
=1 \ 2%+ 322 — 4 43 +62],_, 446 10

Problem 5| Legg merke til at h(z) er forholdet mellom to analytiske funksjoner f(z) = 2

og g(z) = 14-cosh(z). Funksjonen g(z) er ikke null i origo, s& h er analytisk i origo. Det
betyr at taylorrekka til A rundt origo konvergerer i den stgrste disken med sentrum
i origo som oppfyller at h er analytisk pa hele disken. For & avgjgre radien til denne
disken bgr vi regne ut avstanden fra origo til det neermeste singuleere punktet til h.
De singulaere punktene til A er nullpunktene til g(z). vi lgser

1+ cosh(z) =0 <= ¢* = —1.

La z = z + iy slik at e = e*(cosy + isiny). Da vil e = —1 bety at x = 0 og
y = w+ 2wk hvor k er et heltall. De nullpunktene til g som er nsermest origo er im og
—im. Dermed far vi at taylorrekka til h med sentrum i origo har konvergensradius 7.
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[Problem 6] )

Vi begynner med a finne de singuleere punktene til f som ligger i gvre halvplan. Det
er kun ett, nemlig zp = ia. Dersom R < a og konturen ikke inneholder det singulaere
punktet er integralet lik null. Dersom R > a gir residyteoremet at

?{ f(z)dz =27miRes f(z).
C a

Siden f(z) har en enkel pol i ia far vi at

In(ia) Ina+im/2
ia+ia 2ia

Res f(2) =

Dermed far vi at

ff 21na+z7r)

2a
b)
Vi ser forst pa integralet over Cr. For |z| = R har vi at
In(2) < In(R) + 7
22 4 g2 R2 _ a2

Videre far vi, ved & integrere over halvsirkelen med radius R, at

—0, R— .

‘ < 7R(In(R) + )

TR 2
For liten € ser vi at |z] = ¢ gir
In(z) |Ine| 4+
22 + a? a? + g2

og integralet er begrenset av

me(|lne| + )

a2 — g2

—0, —0.

c)
Vi har at

/0 Inzdx +/°° Inzrdr féf m(2Ina +im)
o T2+ a? oy 22+ a? _R—>005—>0 2a

Imidlertid er det slik at Inz = In|z| + im for z < 0, som betyr at

/°° Inzdz 1Re (W(Zlna—i—m)) 7r1na‘
0

a:2+a2:§ 2a = 2
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