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11.3.

7.

10.

I denne og den péfglgende trenger vi & vite den homogene lgsningen pé problemet §" +w?§ = 0. Ved
& bruke din favoritteknikk for a lgse andre ordens homogene ODE’er far vi at ¢ (t) = C4 cos (wt) +
C sin (wt).

For & finne alle lgsninger trenger vi bare & finne en partikuler lgsning til problemet y" +w?y = sin (t).
Ved a anta at de stabile lgsningen er pa formen y, = A, cos (nt) + By sin (nt), far vi differential
ligningene y{ + w?y; = sin(t) og y!! + w?y, = 0 for alle andre n. Koffisientene oppretholder
dermed A, = 0, B; = w2171 og B, = 0 for n > 2. Den generelle lgsningen nar w # +1, er
y (t) = s sin (t) + Cy cos (wt) + Cy sin (wt).

Dermed far vi

w=0.5: y (t) = —2sin (t) + C; cos (wt) + Cs sin (wt)
w=0.9: y(t) = 1o sin (t) + C1 cos (wt) + Cy sin (wt)
w=11 y(t) = —Ogsm( t) + C cos (wt) + Cy sin (wt)

w=15: y(t) = ]11% sin (t) + C cos (wt) + Cy sin (wt)

w = 10: y (t) = g5 sin (t) + Cy cos (wt) + Cy sin (wt).

Bemerk at nar w er nzerme 1 far vi at koffisienten foran sin (¢) gar mot uendelig og at den skifter
fortegn for og etter 1. Videre har vi at 1% dette korisponderer til frekvensen av r (t). Hadde vi byttet
ut sin (¢) med sin (nt), hadde vi fatt at B,, = —s*— og resten var null. Dermed ville vi hatt at nar w
gikk mot n ville B, ha gatt mot uendelig. Med andre ord, ved & bare ha informasjon om amplituden
til den stabile Igsningen nar w varierer kan vi se hva frekvensen er til den stabile lgsningen.

Forste delen av oppgaven er lik som over, og vi trenger bare & finne Fourier serien for

r(t) = M nar t € (0,2m),

og er 27 periodisk. Bemerk ogsa at r (t) er jevn. Regner vi ut Fourier serien, har vi at

1 [ in (¢ 1 1
(50:;/0 LSIZ()|dt:1(cos(0)—cos(7r)):§,
og
i = 2 /’T 7 sin (t) cos (nt) di = 1 nsin (t) sin (ntg + cos (t) cos (nt) |
™ Jo 2 n?—1 0
B (=)™ -1 [0 for odde verdier av n
T 2(m?—-1) | ;== for jevne verdier av n.

Dermed er Fourier serien r (£) = § — Y2 | 73— cos (2nt) .



14.

Lgser vi pa samme méte som i oppgaven over far vi at Ag = 51z, og Ay, = m, og
resten av leddene er null. Dermed er den generelle lgsningen

1 1
= i —+ Mnt) .
y (t) = C1 cos (wt) + Cs sin (wt) + 5.2 + 2 (@n? = 1) (42 — o) cos (2nt)

Ved 4 bruke eksempel 1 pé side 477 har viat r (t) = 23 2n+1 sin ((2n + 1) t). Nar n er odd har
vi

. 41
Yo+ cyly + yn = (Bn — ncA, —n*By,) sin (nt) + (A, + ncB, —n*A,) cos (nt) = ——sin (nt),
T™n
for jevne verdier har vi
" ! 2 B 2
Y F ey, +yn = (Bn —ncA, —n Bn) sin (nt) + (An +ncB, — n An) cos (nt) = 0.

4(n?—1
Dermed er As,11 = m og Bopy1 = 7rn((27£2)n27)n471) og resten er null.

Dermed er stabil tilstand lgsningen

> 4 (n? —1) ]
y(t)_7;71'((2—02)112—714—1)(308 (2n+1)t +Z7m _02 nz_n4_1)sm((2n+1)t).

Figur 1: Teikning av r (¢), sammen med de delvise summene til y(¢) nar c=1.



11.4.(9ende utgave)

11. For & finne ¢, leddene har vi at

1 (™ ) -1 - 2 Q )
Cp, = — zle My = —xle i@ + — / re “""dx
2 J_ . 2min _.  2min ) _,
™ e
_ 7 (efinTr _ 'LnTr) + -1 pe—inT + 1 e~ g
- ; 2 2
2in ™ . ™2 ),
1
-1 , 2(-1)"*
= —27re " = -
n2 n?2

a . 2 . 2 2(=)"+t
og ¢o = 5= [* x’dr = Z-. Dermed er funksjonen f (z) = -+ 77 %emm-

o . . . . . . . . 2
12. For & gjore serien i oppgaven over om til Fourier serien bruker vi relasjonene ao =co =", a, =

4= t!

——, 0g by = —i(cp, —c_p) = 0. Dermed er f (z) = —-1-2” 2

(—1yn+t

Cp+e_p = —5— €08 (nx) .

11.4

3. Det trigonometriske polynomet med minst feil har koffisienter som er lik Fourier koffisientene. Siden
|z| er jevn, er b, = 0. Regner vi ut a, far vi at

1 ™
=— de = —
ag /0 |z|dz 5

2 [T 2 j
an = 7/ |z| cos (nz)dz = — ((-1)" — 1) = { 0 for jevne n
0

T 2 —Wiz for odde n

Dermed er F (z) =5 + 307, m cos ((2n + 1) z). Feilen er gitt med

2 2 [(N+1)/2] 42
E(f) = le'—’f[' 2@0+Za —|—b2 :571'3—71' 2Z+ Z —22
n=t n= (7r (2n+1) )
_ 23 ’ [(Ni)/z] 16
- 3" T2 .

T o 16
6 Z 7r(2n+1)4_n_ Z.Hw *

n=1

e 16 8
</ pr < o
(N+1)/2141 7 (22 + 1) 37 (N)

hvor [N/2] er det f@rste heltallet under N/2. I tilfellene N = 1,2,3,4,5 har vi at feilen er gitt med
=0 _96 ~ 0.0748, & _96 ~ 0.0748, & _96 2 ~0.0119, = _96 16 ~ 0.0119, = _96 -t -2~
0. 0037 respektlvt

5. Det trigonometriske polynomet med minst feil har koffisienter som er lik Fourier koffisientene. Siden
f er odd, er a, = 0. Regner vi ut b, far vi at

_2 (" _ 2 ny ) O for jevne n
bn—f/o sin (nz) de = — (1—(—1))_{ 4 for odde n

mn?2



Dermed er F (z) = 3.°°  —=3—sin ((2n + 1) z). Feilen er gitt med

n=0 7w (2n+1)
[N/2]
E(f) = de$_7T 2%-1—2(1 +02| =21 —7 Z%
- = (r(2n +1))
[N/2] [N/2]
= o2 — Z L —or —
a0 ™(2n+1) n07r2n-|-1
g U
N1 T (20 F 1)°

o 16 8
< —de < —
(N/21+1 T (22 + 1) TN

hvor [N/2] er det forste heltallet under N/2. I tilfellene N =1,2,3,4,5 har vi at feilen er gitt med
21— 18 ~ 1.1902,27r — 18 ~ 1.1902, 2 — 18— 38 ~ 0.6243, 27— L8 — ¢ 16 ~0.6243,2r— 18 20 _ 5
0. 4206 respektivt.

6. Vi har at i oppgave 3 er funksjonen kontinuerlig, noe som gjor at konvergensen gar raskere siden
vi aproksimerer funksjonen med kontinuerlige funksjoner. Grunnen er at i diskontinuerligheten ma
den deriverte til den partielle summen ga mot uendelig for & klare & approksimere hoppet, noe som
gir stgre feil fgr og etter diskontinuerligheten. Generelt vil funsjoner som er penere, er kontinuerlig
og har flere deriverte, bli aproksimert fortere.

11.R.

13. La oss begynne med & finne ag:

For a finne a, regner vi ut

1 . .
1 [/ 1 0 hvis n er jevn
a, = — f (z) cos (mnz) dx = z cos (mnz) de = —— (cos (mnz) — 1) = 2 . y
a J_, 0 7r2n2 ——5 5 hvis n er odd
T
For a finne de siste leddene regner vi ut
F1
.
2
0.8 F3
06" e
N
N\ 04+
021
0.5 7 05




1 (e , v -1 Y=t
b, = / f (z) sin (mnz) dx = / z sin (mnx) de = o8 (mnz)| = ——.
0 ™

—a 0 nmw
Dermed er
1 & —2 = (="t
r)=-+ ———cos(m(2n+1)x) + ————sin(7mnz) .
F0) =3+ 30 gy eos (ot D)+ 3 = sin nna)

14. Cosinus leddene i serien (inkludert ag) representerer halvparten av den jeve utvidelsen til funksjonen
f () = x nar 0 < # < 1. Liknende, representerer sinus leddene den odde serien til f. Dette kan bli
formalisert ved & sammenligne formlene gitt i 13. og seksjon 11.2.. Grunnen er at for null vil den
jevne og odde utvidelsen kanselere og bli null, og etter null vil de to halvdelene aderes opp til f (z).

16. For a finne Fourier serien begynner vi med a legge merke med at f er jevn, dermed er b, = 0.

La oss begynne med a finne ag:

1 [ 1 [7 v
ag a/o f(z)dz ﬂ_/oa::n 5

For a finne a,, regner vi ut

2 27 2 [0 hvis n er jevn
ay, = 5/0 f () cos (nz)dx = ;/0 z cos (nx) dz = W(cos(nx) -1)= { "% hyisner odd
Dermed er

T — —4
T)= -+ —— cos((2n+1)z).
f@ =5+ (@41
—F,
3r Fa
A o\ F
“s‘ 25+ ‘f" \\ ——"
““5 2T s“s ‘\‘\
\\“1.5 r 3“‘ ‘\\
/ \ “‘\]1 i \ \\\
\ﬁ"/ |
-4 3 2 ‘1 0 1 2 3 4
18. Deriverer vi hver av leddene til funksjonen far vi at f' (z) =Y~ , m sin ((2n + 1) x), som ved

a sammenligne med eksempel 1 pa side 477, har vi at dette er rekken for ‘i—‘ nar x # 0, som er det
samme som vi far om vi deriverer den orginale funksjonen f.



