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13.4.3) Vi har f(2) = u(z,y) +iv(z,y), der u(x,y) = e * cosy og v(zx,y) =
—e "siny, og
Uy = —€ T COSY = Uy
vy =€ Tsiny = —uy.

Dermed tilfredsstiller f(z) Cauchy-Riemann-likningane. I tillegg er u, v og alle
deira deriverte kontinuerlege i C, sa f er analytisk i C.

13.4.9) Boka seier at vi skal bruke (1) eller (7), men det er sapass tungvint
at vi vel & gjere det pa ein annan méate. I Ex. 5 side 624 far vi vite at dersom
f(z) er eit polynom, si er 1/f(z) er analytisk for alle z slik at f(z) # 0. (Dette
held for alle analytiske funksjonar f.) Dermed er 3m/(z3 + 472z) analytisk for
alle z slik at 23 + 472z # 0. Sidan

23 4+ 4nz = 2(2% + 47?)
= z(z 4 2mi)(z — 27i),
vil dette seie alle z # 0, 27i, —27i.
Viss vi likevel skulle ha lgyst oppgéva ved hjelp av (1) eller (7), hadde det

enklaste kanskje vore a fgrst delbrgkoppspalte, sa skrive kvar brgk pa ei form
slik at (1) eller (7) kan brukast.

13.4.13) Vi ser at V2(u) = 0, si u er harmonisk. Vi har

Uy = —2y
Uy = —2x
Vi vil finne v(z,y) slik at
Vy = Uy = —2Y
Uy = —Uy = 27.
Om vi integrerer fgrste likninga med omsyn til y, far vi v(z,y) = —y? + c(z) for

ein eller annan funksjon ¢, og vi ser at c¢(z) = 22 + C, C ein reell konstant, gjer
at den andre likninga er tilfredsstilt. Dermed far vi v(z,y) = 2% — y? + C, s&

f(z) = =2zy+i(2® —y* +O) =i(22 + O).



Alle reelle val av C' gir altsa ei lgysing av oppgava.

13.5.5)

Dermed er |e*| = e.

13.5.16)
el/z — ei/(zf)

— olz—iy)/(@®+y?)

— 2/ @+9”) [ cos —Y + isin —Y .
332 _|_y2 332"'2/2

Dermed er Re(e!/?) = 2/ (%) ¢os o7 08 Im(e'/7) = ¢*/(=*+v) sin R

13.6.3)

1
cosh? z — sinh? z = Z((ez +e )% — (eF —e77)?)

1 1
— E(622+2€zfz+672z _ (622 _262724_6722)) — i '460

=1

cosh? z +sinh? z = = ((e* + %) + (¢* — e *)?)

_ *(622 4 2e* 7% 4 672,2 4 e?z ) P 6722)

4
1 2z —2z
:1(26 +2e %)
= cosh 2z
13.6.9)
Lo oy oo
cosh(—2+1) = 5(6 +e*7)
1 . e? .
= @(COS 1+isinl) + 5(005(71) +isin(—1))
(L 2 e e’y . . )
5.2 + 5 ) cos 502 ~ 5 ) isin



Vi har coshiz = cos z ifplge (14), s

cos(—1 — 2i) = cosh(—i + 2)
= cosh(i — 2)

1 n €2 14 1 e?\ . . 1
— 4+ — ] cos — — — ]isinl.
2e2 2 2e2 2

13.6.18) Skriv z = x +4y. Vi har

1
coshz = 5(62 +e 7

= %(e”“’(cosy +isiny) + e~ (cos(—y) + isin(—y)))

1 1
= 5(6’” +e *)cosy — ii(ex — e ¥)siny.

Dette skal vere lik —1, sa fglgande likningar ma halde:
1 _
(1) i(e"”—i—e P)cosy = —1
1
(2) g(ew —e ?)siny = 0.
For at (2) skal halde, m& x = 0, eller s& m& y = nr for eit heiltal n. I det forste

tilfellet blir (1) til cosy = —1, som gir y = (2m + 1)7 for eit heiltal m. I det
andre tilfellet blir (1) til

1 .

i(e"c +e?)=—1eller
1 .

i(ex +e ™) =1

avhengig av om n er like eller odde. Den fgrste likninga har inga lgysing, sidan
e” alltid er positiv. Den andre har lgysinga x = 0. Her kan vi til dgmes sja
pa forteikn til den deriverte for & bli overbevist om at e + e~* har eit globalt
botnpunkt i x = 0, sa lgysinga er unik.

Alt i alt er konklusjonen at lgysingane er (z,y) = (0, (2n+1)7) for n heiltal.

13.7.7) Vi skal finne w = z + iy = Ln(8 — 8i). Vi har

eV = e*(cosy +isiny)
— Ln(38-80)

=8 8i,

som impliserer cosy = —siny, dessutan ma cosy > 0. Det gir lgysingane

y = = + 2nm, n heiltal. Vi er ute etter prinsipalverdien, som ligg mellom —n



us

og 7, sa vi far y = . Sett inn i likninga gir det

8 — 81 = e“(cosy + isiny)

2 2
= % =8V2
— z=1In(8v2)
=1n(27/?)
= z1112.
2
Svaret er dermed
7 T
L —8¢) = =In2 — —i.
n(8 — 8i) SN2 —

13.7.17)

In(i?) = In(—1) = In| — 1| 4 i + 27ni
=n(1+2n)i, n=0+1,42 ..

21n(i) = 2 (1n li] + %z + 27Tmi)
=7(1+ 4m)i, m=0,+1,+2, ...

13.7.19) Lgysingane er gitt ved
z =t 4 onmi
= e*(cos(—3) + isin(—3)) + 2nmi
= e*(cos 3 — isin3) + 2ni,

der n er eit vilkarleg heiltal.

13.7.23) Prinsipalverdien er gitt ved
(14 4)17 = =DLn(+),

Om vi skriv 1 +4 = re®, far vir = V2 og 6 = w/4. Dermed er
Ln(1+4i) =InvV2+ i%, og
(1—4)Ln(1+1i) = InV2 + i% —ilnvV2 + %
— (T
= (1+41) —exp[ln\/g+4+z(4 1n\/§)}
= elnV2+m/4 (cos (% — 1n\/§> + ¢sin (% — lnﬂ))



R) Skriv z = z + 4y.
t=e
= €?*(cos 2y + isin 2y)

Her er e?* eit positivt reelt tal, sa vi ma ha cos2y = 0 og sin2y > 0. Dei
einaste lgysingane er 2y = w/2 4 2nm, altsd y = w/4 + n, for heiltal n. Det gir
sin2y = 1 og dermed i = ie?*, si x = 0. Det vil seie at lgysingane er

(§+mm)
z= = .
K

S) Vi veit at f er analytisk og at f(z) = u(x,y) +iv(z,y), der u(z,y) = y>+
Bax?y. Det betyr at funksjonen u(z,y) oppfyller Laplaces likning u; + ty,, = 0.
Dermed er

0=2By+ 6y =2y(B+3)

og vi far B = —3, sidan dette skal gjelde for alle y.
Vidare er funksjonane u(z,y) og v(z,y) konjugert harmoniske og oppfyller
derfor Cauchy-Riemann-likningane

Uy = Vy,

Uy = —Vg.
Fra dette fglger det at
vy = Uy = —6zy = v(z,y) = —3zy* + ()

der n(z) er ein forebels vilkarleg funksjon av . Om vi set dette inn i u, = —v,,
far vi

vy = =3y* + 1 (x) = —uy = —(3y* — 32%) = 32 — 3y?,

som gir 7' (x) = 322. DA folger n(z) = 22 + C, der C er ein konstant. Dermed
er

v(z,y) = 32% — 3zy® + C
og vi finn
f(2) =9® =322y +i(a® — 3zy® + C).

Fra kravet f(0) = 0 far vi da at C =0, s& v(z,y) = 2% — 3zy%. Dermed er f(2)
gitt ved

f(z) =y® = 3%y +i(a® — 3ay®) = iz®.



