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12.4.13) Diskriminanten til likninga er 1 -4 — (%)2 = —% < 0, sa likninga
er av hyperbolsk type. Den karakteristiske likninga er

W) =5y +4y =@ -1y —4) =0,

som gir ¢’ lik 1 eller 4, altsd er y = x + Cy og y = 4z + Cs lgysingane. Vi
far dermed characteristics ®(x,y) = y — = konstant og V(z,y) = y — 4o =
konstant. Tabellen side 556 gir variabelskifte u = ® og v = ¥ med u, = 0 som
normalforma av likninga vi starta med. wu,, = 0 har lgysing v = f(v) + g(w),
altsa er

w(@,y) = fly —x) + gy — 4x)
lgysingane vi var ute etter, der f og g er uspesifiserte funksjonar.

12.7.2) Vi skal skrive lgysinga av u; = c*u,, pa integralform som i (6). Vi
finn A(p) og B(p) ved hjelp av (8):

A(p) = %/700 f (W) cos pvdv

1 a
= 7/ cos pvdv
™ —a

sin pa — sin(—pa)
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B(p) = %/_00 f () sin pvdv

1 a
= 7/ sin pvdv
T J_a

=0.

Lgysinga pa integralform er dermed

°° 2 sin pa
u(x,t):/ P cospxe_CQPthp.
0 b




12.7.13) Bruker (12) og reknar:
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[ steget fra forste til andre linje brukte vi at = + 2czv/t = 0 nar z = —z/(2c\/1).

13.3.3) Mengda gitt ved likninga er ein open annulus med sentrum 1 — 2i,
indre radius lik 7/2 og ytre radius lik 7. Sja figur side 619.

13.3.7) Viss vi skriv z = x + iy, er dette regionen til venstre for den lod-
drette linja x = —1 i zy-planet, inkludert linja sjglv.

13.3.8) Likninga held viss og berre viss absoluttverdien til imaginaerdelen
til z + ¢ er stgrre enn eller lik absoluttverdien til imagineerdelen til z — i, sidan
dei har same realdel. Med z = x + iy, er dette regionen gitt ved y > 0.

13.3.10) Skriv z = = + 4y.

Re[f(2)] = Re[5(z + iy)? — 12(x + iy) + 3 + 2i]
= Re[5(z? — ¢ + 2izy)] — 122 + 3
=b5z? -5y —12x +3

Im[f(2)] = Im[5(x + iy)* — 12(z + iy) + 3 + 21]
= Im[5(2? — y* + 2izy)] — 12y + 2
=102y — 12y + 2

Med z =4 — 3i, altsa x = 4 og y = —3, far vi
Re[f(4 —3i)]=5-4>-5-(=3)> —12-4+3
=-10

Im([f(4—3i)] =10-4-(=3) — 12 (=3) +2
= -82.



13.3.11) Skriv z = z + 4y. Vi har
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For alle € > 0, la § = €. Det fglger at

|z—0l<d=€¢ = |f(2) = f(O)| <e
Dvs.

lim f(z) = f(0)

z—0

og f er kontinuerleg i z = 0.

13.3.21) Bruker vanlege derivasjonsreglar og far (i(1—2)") = —ni(1—2z)""!

(antatt n > 1). Altsa er (i(1 — 2)")(0) = —ni(1 — 0)"~! = —ni.
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b) Med u(x,t) = F(x)G(t) blir likninga FG' = F"G — 2F'G, og randkrava
held nar F(0) = F(m) = 0. Vi skriv likninga pé forma

G/ F// _ 2F/
— =—=k.
G F
Randverdiproblemet til F' er
F'"—2F —kF =0, (1)
F(0) = F(r) = 0. (2)

Den karakteristiske likninga er A2 —2\—k = 0. Ho har to rgter, \; = 1++1+ k
og A2 =1 —+/14 k. Vi har tre tilfelle:

e 14+ k > 0, da rgtene er reelle og generell lgysing blir F(z) = CieM® +
Coe2®. Da gir (2) at

Ci+Cy=0 og CLeM™ 4 Che??™ = 0,
og dermed mé Cy = Cy = 0 (fordi Ay # A2). Vi far F(x) = 0.



e 1+ k =0, da generell lpysing er F(z) = Cy + Cax, og vi far C; = 0 =
Cy + Cym og F(z) = 0.

e 1+k <0,lal+k = —w? den generelle lgysinga blir F'(z) = Ce® cos wz+
Coe® sinwzx. DA (2) gir C; = 0 = Cie™ coswm + Cae™ sinwm. Viss Cy # 0,
ma sinwnm = 0 og dermed er w € Z.

Vi har funne at problemet har ei ikkje-triviell lgysing (ei lgysing ulik null) nar
den karakteristiske likninga A\* —2\—k = 0 har to komplekse rgter, \; o = 1£ni.
Dablir k= —1—-n? og F,, = e"sinnz, n = 1,2,3, ....

c) Fra lgysinga i b) veit vi at F,, = e*sinnz og G’ — kG =0, k = —1 — n?.
Vi finn fglgande lgysing:
G, = Ane_(1+”2)t.

Alle lpysingar pa forma u(x,y) = F(x)G(t) av randverdiproblemet er gitt
som ,
up(x,t) = Ane” sinnze M7t =123, ...

Ut fra superposisjonsprinsippet er
e 2
u(z,t) = Z Ape® sinnge” (1m0t (3)
n=1

ein kandidat til lgysing av randverdiproblemet. Vi har
oo
u(z,0) = Z Ape®sinnz.
n=1

Kravet u(z,0) = e® f(z) gir A,, = b,, fra lgysing til a). Vi far

_ — b &° si —(n2+1)t _ = 4(1 _ (_l)n) T —(n2+1)t
u(z,t) = Z ne’ sinnze = Z —— 5, ¢ sinnze .
n=1 n=1

Q)

(i) Vi vil finne ut om zRe(z) er deriverbar i z = 1, si vi ser pa det fplgande
uttrykket nar w gar mot 0:

(14+w)(Re(l+w)) —1Re(1) (1 +w)(1+4 Re(w)) —1

w w

=1+ Re(w) + M.

Her gar Re(w) mot 0 nar w gar mot 0. Brgken Re(w)/w, derimot, er 0 viss w er
imagineer og 1 viss w er reell og ulik 0. Det betyr at grenseverdien til uttrykket
nir w — 0 er avhengig av stien w fglger mot 0, sd den deriverte av zRe(z) finst



ikkje i z = 1. zRe(z) er altsd ikkje analytisk i 1.
(i) (22) =2z, sa 22 er deriverbar i C og dermed analytisk i z = 1.

(iii) (L) =—2%, s L er deriverbar i C\ {0} og dermed analytisk i z = 1.



