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12.1.3) Set inn i likninga:

Pu 0%

a2~ ¢ 02
0*(cosdtsin2x)  ,0%(cos4tsin 2x)
a2 - Ere
—16 cos 4t sin 2z = —4c? cos 4t sin 2z.

u er med andre ord ei lgysing av likninga med ¢? = 4.

12.1.9) Set inn:

ou  ,0%u
ot~ o2
d(e=™"t cos 25x) 02 (=™t cos 25x)
ot - a2
— 2™t cos 250 = —252c2e ™™ cos 25

u er ei lgysing for ¢? = 72 /252

12.1.15) Vi har at u(z,y) = aln(z? + y?) + b.

0 1 0 1
um—i—uyy:ax(aM.Zx—I—O)—I—%(aMQy—l—O)
oy L-(@2+yY) —z-22  1- (22492 —y-2y
(22 + )2 (22 + y2)2
222 + 2y% — 222 — 2y
:2a :O.
(22 + 12)2

Altsa lgyser u(z,y) Laplace-likninga. For 22 + 32 = 1 har vi

alnl+b=110
— b=110



For 22 + 32 = 100 far vi da

aln100 +110 =0
110
= 1100

Dermed har vi

110
ulw, ) = 110 = o= In(a? + ).

12.3.1) Frekvensen til fundamentalmodusen er ¢/2L, der L er lengda pa
strengen og ¢ = T/p, der T er spenninga og p er massa per lengdeeining.
Frekvensen blir lagare nar lengda pa strengen eller massa per lengdeeining aukar.
Om vi doblar spenninga, blir frekvensen ganga med v/2. Ein kontrabass er
strengt tatt stgrre enn ein fiolin fordi vi har bestemt oss for & bygge dei slik,
men storrelsesforholdet gjer at kontrabassen lagar lydar med lagare frekvens,
altsa djupare tonar.

12.3.7) Vi skal finne u(z,t) for ein streng av lengde L = 1 med ¢? = 1 nar
initiell hastigheit er null og initielt utslag med liten & (si, 0.01) er kz(1 — x).

Loysinga er gitt ved likning (12) i Kreyszig avsnitt 12.3. (Merk at sjglv om
oppgava lgysast ved referering til ei likning i boka, er metoda for & kome fram
til likninga, separasjon av variablar, viktig & kunne, s& pass pa at du meistrar
den metoda.) Siden den initielle hastigheita er null, s er B} = 0. Integralet
for B, lgyser vi ved hjelp av Rottmanns formelsamling/delvis integrasjon.

1
B, = 2/ kx(1 — z)sinnrx dz
0

1
1 . x 2¢ . 2 —n2r2g?
=2k 5 5 SINNTYX — — COSNTL — NCGY SIMnNmTEr — 3.3 COSNmTx
nem nm nem nem 0
1 2 — n2n? 2
:2k _7COSn7T_WCOSn7T+ﬁ
nm nem nem

4k 0 for n like
= (1 —cosnm) = { Sk

n3m3 8k for n odde
nom

sé&
u(zx,t) = Z B,, cos(nmt) sin(nmx)
n=1

8 1 1
= 3 (cos wtsinTx + o cos 3wt sin 3mx + % cos bt sin S + )



12.3.15)

Ut = *C2Umm
Y u(z,t) = F(2)G(t)
FG" = -*FY@
VF-G#0
FW(x) 2 G" (1)
Fiz) _ © G@)

Sidan hggresida er ein funksjon kun av = og venstresida er ein funksjon kun av
t, ma dei vere konstante, sei 3.

(1) FO)=8'F(2)
(2)  G"(t)=-*BiG(1)
Lgysing av (2):
Det karakteristiske polynomet er
r? = —2p = r=tics?
Komplekse rgter gir trigonometrisk lgysing
G(t) = Acos(cf%t) + Bsin(cf*t)

Lgysing av (1):
a) Sjekk at den oppgitte funksjonen er ei lgysing eller
b) Lays (1) ved & anta F = e'"*:

FW = g*F «— (ir)*F = g*F
F:’? rt=p4
— 2 =442
<~ r==if, r=4p

Dermed er

ezﬂx e—iﬁx7 eﬁx e—ﬁx

) )

fire uavhengige lgysingar. Sidan
eTBT — cos Bz + isin B

1
sinh Bz = i(eﬂx —e Py

1
cosh Sz = i(eﬁ"” + e )



og likninga er lineger, er ogsa
sin Sz, cos Bz, sinh Sz, cosh Bz
4 uavhengige lgysingar. Den generelle lgysinga er
F(x) = Ccos fx + Dsin Sz 4+ E cosh Sz + F sinh Sz.
12.3.16) 1 12.3.15 fann vi ut at F' og G méa vere pa formene

F(x) = Acos fx + Bsin Sz + C cosh Sz + D sinh Sz
G(t) = acos(cf?t) + bsin(cB?t).
Vi ser at 8 = 0 gir at u er konstant, men pa grunna av randkrava er u = 0

einaste konstante lgysinga, s fra no av antek vi § # 0. Viss ikkje F' = 0, ma
b =0, sidan u;(x,0) = 0 og dermed G’(0) = 0. Randkrava gir fglgande:

A+C=0
AcosBL + Bsin L + C cosh L + Dsinh 5L =0
—BPA+B2C =0

B?(—Acos BL — Bsin BL + C cosh BL + Dsinh L) = 0.
Forste og tredje linje gir A = C' = 0. Vi forenklar og far
Bsin BL + Dsinh AL = 0
—Bsin L + Dsinh L = 0,

som mellom anna gir Dsinh L = 0. Vi antek 8 # 0, s& d4 ma D = 0. Vi har
ogsd Bsin SL = 0. Her har vi lgysingar § = nw/L, n =1,2,3,.... Dermed far
vi lgysingar

Un = Fp(2)Gr(t)

. nTx c(nm)t
= a, sin — cos
" L L2

forn=1,2,3,..., der a,, er valfrie konstantar.

12.3.17) Vi skal finne lgysinga av (21) som tilfredsstiller u(x,0) = f(z) =
x(L — x). Vi ser etter ei lgysing pa forma

= Z Fo.(2)G

der F,, og G, er funksjonane vi fann i 12.3.16. Vi har

f(z) = u(x,0) Zansm@



Dette er Fourierrekka til f(z) viss vi utvidar f til ein odde funksjon over (—L, L).
Vi kan dermed finne koeffisientane a,, (ver obs pa at a,, her svarar til b,, nar ein
finn Fourierkoeffisientane i boka):

9 (L
ap = — (L — ) sin —dx
o),
2 L [F nwT
e = | (L-2 e
: ([z( DN+ 2z [ L= 2w)eos ™ d:c>
2 L Lonot
= — {(L — 22)— sin mmc} +— 2sin 2 da
nmw nmw L |, nmjy L
4L i nwx
n?n? | nrw L |,
412 n
= - (1))
_ SBL;S, n odde
o, n like.
Loysinga er dermed
=S ansin " % cos AT
i . (2n + l)rx cos c(2n + 1)27%t
2n +1 37r3 L L2 '

nO

12.6.5)
Randkrav: «(0,t) = u(10,t) =0 for alle t.
Initalkrav: u(z,0) = f(z) = sin(0.17x).
f(z) er si eiga fourierrekke med By =1 0g B, =0 n € N\{1}

1- el
= u(z,t) = sin (1()7733) e~ (557)%t

der ¢? = p% med k = 1.04, p = 10.6 og o = 0.056.

12.6.21)
Oppgitte krav:

u(0,y) = u(a,y) = u(z,0) =0, og u(z, a) = 25, med a = 24



Steady-state temperatur vil seie at temperaturen ikkje lenger endrar seg med
tida: uy = 0. Varmeleiingslikninga i to dimensjonar blir dermed
Viu=0
Ugg + Uyy = 0, (1)
som er Laplaces likning. Bruker seperasjon av variablar:
u(z,y) = F(x)G(y)
Innsett i (1):

d?F N Fd2G
da? dy?
1 d?F 1 d%G
_—— = k
70 G ae k (en konstant)

=0

Vi har dermed to ordineere differensiallikningar:
F" —kF =0, G"+kG=0
Med k = p? > 0:
F(x) = C1e"® + Coe ™7

Initialkrava u(0,y) = u(a,y) = 0 gir C; = C3 = 0.
Med &k = 0:

Initialkrava u(0,y) = u(a,y) = 0 gir C3 = Cy = 0.
Med k = —p? < 0:

F(z) = Cs cos(ux) + Cg sin(ux)
Initialkrava u(0,y) = 0 gir:

C5c080 + Cgsin0 =0

Cs5=0
Initialkrava u(a,y) = 0 gir:
Cssin(pa) =0
Ha = nmw
M:% n=0,+1,42, ..

TL7T£L')

F(z) = Cgsin (T



Med k = —u? blir likninga for G(y):
G" — G =0
Med lgysing
G(y) = Cret¥ + Cge™¥
Initialkravet u(x,0) = 0 gir Cs = —Cr:

G(y) =Cy (euy _ e—uy)
= 2C7 sinh(uy)

= 2Cy sinh (")
a
For kvar einaste n far vi dermed ei lgysing:
un(z,y) = Cy sin (W) sinh (@>
a a

No er framleis n = 0,41, £2, men sidan u,, er odde mtp n (som betyr at u_,, er
proporsjonal med u,,) held det & summere u(z,y) for berre positive n. Lgysinga
for n = 0 er u = 0, som ikkje er szerleg interessant.

Generell lgysing:

o
u(z,y) = Z B, sin (?) sinh (nﬁ:ry)
n=1

Bruker siste krav u(x,a) = 25:

(o)
25 = Z B, sin (@) sinh(nm)
a
n=1

a

B, sinh(nm)a {a (mr:n)] ¢

=|—cos|—
50 nmw a 0
B, sinh(n) 1
——— = —(1 - (="
50 mr( (=1)")

som gir lgysinga
o0

u(ey) =) #ﬁ(nﬂ)(l — (=1)")sinh (%) sin (%)



N)
62Z0+3i‘ —_ |62z0 eSi‘
= (e%)* |||
= |ez"|2 -1

=25

Oa) Ved innsetting ser vi at

2 2 2
%(uliuﬁ—%(uliuﬁ <au13ul)i(3uQ§u2>0’

ot 0x2 ot 0x?
og
(u1 +u2)(0,t) = 2a, (u1 —u2)(0,t) =0,
(u1 +’Uq)(1,t) = 2b, (u1 —UQ)(l,t) =0.

Altsa lgyser u; + us randverdiproblemet

%_%:O, fOI‘t>O, IE(O,]-),
u(0,t) = 2a for t > 0,
u(1,t) =2bfort >0

og u1 —ug lgyser (**). Superposisjonsprinsippet held for (*) dersom Awq (z,t) +
Bug(z,t) ogsa lgyser (*) for alle reelle tal A og B:

0 82 - 8U1 82711 87.1,2 62u2
gp A ¥ Bua) = g (Aur + Bua) = 4 (8t o ) P <6t o ) -0

og
(Auy + Buz)(0,t) = (A + B)a og (Auy + Bup)(1,t) = (A + B)b,

dvs. Auq(z,t) + Bua(z,t) lgyser (*) berre nar a = b = 0. Dermed held super-
posisjonsprinsippet ikkje for (*) nar a eller b er ulik null. Men det held for (**)
sidan (**) svarar til (*) med a = b = 0.

b) Legg merke til at v = uy, Vgp = Ugy, v(0,8) = w(0,¢) — a og v(1,t) =
u(1,t) — b. Sidan u oppfyller (*), ser vi at v ma oppfylle (**).

Randverdiproblemet (**) er lgyst i Kreyszig side 559-560, sj& der for detaljar
i utrekninga. Innsetting av v(z,y) = F(x)G(t) i (**) gir

G'(t) = kG(t) for t > 0,

F"(z) = kF(z) for 0 <z < 1,
F(0) = F(1) =0,



der k er ein konstant. Likningane for F har berre lgysing ulik 0 nar k = —n’nw

for n € N, og dé er
F,(z) = K, sinnmzx og G, (t) = Cneﬂﬁ"?t,

for vilkarlege konstantar K,,, C,. Alle lgysingar pa forma v(z,y) = F(z)G(t)
er da gitt ved

vp(x,t) = Fp(2)Gy(t) = Ape ™ tgin nre,
der n € N, og A,, = K,,C,, er ein vilkarleg konstant.

c) Hugs at a = —1 og b = 1, slik at u(z,t) = v(x,t) — [-1 + 2z]. Viser d&
at v lgyser randverdiproblemet (**) med initialkrav

v(z,0) = u(x,0) + [-1 + 2] = sin7z + [-1 + 2x]. (1)

Fra b) og superposisjon har vi fglgande kandidat til lgysing av (**) og (1):

o0
—n2n2¢ .
v(x,t) = g A T tsinnra.

n=1

Ved & sette t = 0 far vi

Z A, sinnmz = v(z,0) = sinwzr + [-1 4 2z]. (2)

n=1

No finn vi Fourier-sin-rekka til —1 + 2z for 0 < z < 1:

S 1
—1+2z= ansinmrx for0<ax <1oghb, = 2/ (—1 4+ 2x) sinnrzdx.
0

n=1

Delvis integrasjon gir at b, = -2 (14 (—1)") for n € N, og fra (2) ser vi dermed

at vi ma velje
Ay =by+1og A, =0, forn>1.

Dvs. lgysinga av (**) og (1) er

4o 1
p— 2 . — 2 2 .
v(z,t) =e ™ ‘sinmr + — g 2 AmTT sin 2mma.
™ m
m=1

Her har vi brukt at b, = 0 for odde n og b, = 4/nx for n(= 2m) like. Lgysinga
u av (*) og (***) er da

u(z,t) = v(z,t) — [-1 + 2z].



