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16.1.3) Vi veit at cosh z er gitt ved rekka
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som konvergerer i heile C. Dermed konvergerer
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16.1.7) Bruker trigonometriske identitetar:
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Det gir oss laurentrekka
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der [n/2| =n/2 for like n, og |n/2| = (n—1)/2 for odde n. Rekka konvergerer

for |z — w/4] > 0.



16.1.13) Kjenner rekka
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Dette er ei taylorrekke (inneheld ikkje negative potensar av z) som konvergerer
i omradet

lz| <1 (R=1).
Kan ogsa finne ei laurentrekke ved litt triksing:
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Rekka til 1/(1 — 2~%) divergerer for [27%| >1 = |z| < 1, si konvergensom-
radet til rekka blir
|z] > 1.

16.2.3)

Nullpunkt

f(z) = tan? 2z er 0 ngyaktig der sin2z er 0, altsa for 22 = n7w < z = nw/2
for heiltal n. Sidan tan?2z = sin? 22/ cos? 2z og cos? 2z # 0 der sin® 2z = 0, har
nullpunkta til sin? 2z same orden som nullpunkta til tan? 2z.

Deriverer for a finne ordenane:

(sin® 2z)’ = 2sin 2z - 2 cos 2z
= 4sin2zcos 2z,
(sin?22)" = 8(cos? 2z — sin? 2z)
= 8(1 — 2sin?22)

Viserat z =nn/2 = f'(2) =0, men z =nn/2 = [f"(2) =8(1—0) #0.
Det vil seie at alle nullpunkta til f har orden 2.



Polar

Polane til f er i punkta der cos2z er 0, altsd punkta z = nn/2 + 7/4 for
heiltal n. Teorem 4 seier at f har ein pol av orden n i eit punkt viss 1/f har eit
nullpunkt av orden n i same punkt. Ved same type argument som over er det &
finne ordenen til nullpunkta til 1/f det same som & finne ordenen til nullpunkta
til cos? 2z. Men cos? 2z = sin?(2z + 7/2) = sin®2(z + 7/4), og vi har allereie
funne ut at alle nullpunkta til sin 2z og dermed til sin® 2(z + 7/4) har orden 2.
Sidan alle polane til f svarer til slike nullpunkt, har ogsa dei orden 2.

16.2.5) Taylorrekka til ein funksjon f av orden n i z = zg er pa forma
f(2) = (2 = 20)"[an + @nt1(2 — 20) + any2(z — 20)° +...] (an #0)
(sja (3) side 717). Taylorrekka til f2 i zy er dermed
F2(2) = (2 = 20)"[a7 + bas1(z = 20) + bnga(z = 20)> + ...,

der koeflisientane b; er gitt av koeffisientane til rekka for f. D& far vi at dei
2n — 1 forste deriverte av f2 er lik 0 i 2z, medan den 2n-tederiverte er ulik 0,
sé f2 har orden 2n.

16.2.6a) Dette folger direkte av definisjonen av orden: dersom f har eit
nullpunkt av orden n > 11i z = 2z, er f,f,...,f" D 01 2y, men ikkje f(®).
Det vil seie at (f')’, (f)", ..., (f)™= 2, men ikkje (f/)*~V er 01i 2o, sa f har
eit nullpunkt av orden n — 11 2p. (Ein mé berre passe pa at f’ faktisk er 01 2o,
som stemmer fordi nullpunktet til f i zyp har orden strengt stgrre enn 1).
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Uttrykket i nemnaren er lik null for 2 = —2i og z = i. For z = —2i er uttrykket
i tellaren lik —9, medan for z = ¢ er uttrykket lik —9 — 97, altsa # 0 i begge
tilfella. Dermed har funksjonen f(z) ein singularitet av andre orden i z = —2i
og ein singularitet av andre orden i z = 1.

For & finne ut om f har ein singularitet i oo, let vi w = 1/z og g(w) =
f(1/w) = f(2) og studerer g(w) for w neer 0.

B B 1 1/w 1/w+1
g(w) = f(1/w) = (1/w+2i)2 o 1/w_i (1/w—i)2
w? 1 w + w?

(1+2iw)? 1 —iw * (1 —iw)?



Dette er brgkar av polynom der ingen av nemnarane har nullpunkt i 0, sa g er
analytisk i 0, og f har dermed ingen singularitet i occ.

16.3.1)
Funksjonen

har ein pol i z = 0 av 5. orden (ikkje 6. orden pa grunn av felles nullpunkt i
z = 0 for teller og nemnar). Finn residyen ved & sja pa laurentrekka:
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Finn dermed at
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Integranden har singularitetar i z =5 og z = —1 av fgrste orden. Vi har

5—2—d* = [3]* + |i|* = 10 < 3.22
0g
| —1—-2—i> =] =3*+i|> = 10 < 3.2,

s& begge singularitetane ligg innanfor kurva C.
z—23 .
=27 | lim 223 + lim Z-23
z—5 z+ 1 z—>—-1 z—05H

= 2mi(—3 + 4)

=2mi




16.3.9)
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er analytisk i C.
. nm
sin(4z) =0 <= 4z = nnw (nEZ)<:>z:T (neZ)

= sin(4z) har nullpunkt av orden 1 pa innsida av C: z = 0,£7%
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Set z = e =>  cosl = (z+271)/2, sinf = (z—2"1)/(2), df =
dz/(iz), slik at
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Integranden f(z) har ein andreordens pol i z = 0, ein fgrsteordens pol i z = 2
og ein fgrsteordens pol i z = 1/2. Av desse ligg z = 0 og z = 1/2 innanfor



einingssirkelen. Integralet blir dermed
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z* + 1 har 4 nullpunkt:
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2?41 2?41 2241
— =2mi | R R R —_
/ 41 m (m—%sl <x4+1> +r:§nss <$4+1)>

141 —i+1
—2”<4em +4>

2m< i+1 . —i41 >
4(005( )—i—zsm (?ﬁf)) 4(cos( )—i—zsm (%T”))

_oni ( 1+1 n —i4+1 >
A2 i) AW Ve
2/2mi ( i+1 —i+1)
= +

4 \—-1+i 1+
_ \/zm' (_; <(1+i)21(1—i)2)) _ 3



T) Vi finn ferst laurentrekkene om z = 1 for g(z) = 1/z. Den har to slike
laurentrekker, éi for |z — 1] < 1 og éi for |z — 1| > 1 fordi g berre har ein
singularitet i origo. Begge skal ha forma Y™ a,z", og vi finn dei ved & sja pa
g(z) som summen av ei geometrisk rekke. F(z)rst ei rekke som konvergerer for
|z — 1] < 1:

1 1
z 1+(z-1)
=S -y,
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s& el rekke som konvergerer for |z — 1| > 1:

11 1
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= > -
n=0
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Sa finn vi laurentrekkene om z = 1 for h(z) = €*/(z — 1). Det er berre éi slik
laurentrekke, sidan z = 1 er den einaste singulariteten for h. Rekka skal ha

forma, Zcf’oo anz". Observer at e* = e~ 11! = ee*~1 slik at maclaurinrekka til
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Denne rekka konvergerer for alle |w| = |z — 1| > 0. Ved & kombinere desse to

resultata far vi at

o0

f(z):z "(z—=1)" Zizfl

som konvergerer for 0 < |z — 1| <1, o0g

3

(=)

o0

OED I +2 STCR VL

n=1



som konvergerer for |z — 1| > 1.

Ua) f(z) har fire enkle polar: zp = 0, 21 = 1/2, 2o = €>™/3/2 og 23 =
e*i/3 /2. f(z) vil derfor ha to ulike laurentrekker med sentrum i origo: & som
konvergerer for 0 < |z| < 1/2 og é som konvergerer for |z| > 1/2. Forma
pa rekkene er Y > a,z". Vi kan derfor sette 1/z utanfor i forste omgang.

0<|z] <1/2:
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2] > 1/2:
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b) Vi bruker laurentrekka for f(z) som gjeld for |z| > 1/2 fordi C ligg i dette
omradet. Da er

%Cf(z)dz = nZ:% 8”1+1 7€'z73”74dz
=0
fordi §,, z"dz = 0 for alle heiltal k # —1.
Alternativt kan vi finne verdien av integralet ved residyrekning:
]{Cf(z)dz = 2mi[Res.—0f(2) + Res,=1/2f(2) + Res,_2mizs 2. f(2) + Res,_carizs o f(2)]

der
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som igjen gir at § f(z)dz = 0.
Det andre integralet er integralet av ein ikkjeanalytisk funksjon. Det kan til

dgmes reknast ut slik:
% Re zdz:f Z+Zdz
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der vi har brukt at fC zdz = 0 ved Cauchys integralteorem, og parametriseringa
z=¢"Y —m <0 <7 for C,slik at Ze™ " og dz = ie??df.



