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14.3.3) La f(z) = 22/(2% — 1) og C vere kurva som bestar av alle punkt 2
slik at |z + ¢| = 1.41.

| —1+i]=v2> 141
I1+i] =v2> 141
= —1 o0g 1 er pa utsida av C. Dette er dei einaste punkta der f ikkje er

analytisk, s& f(z) er analytisk i D = {z : |z +i| < 1.41 + ¢} for ein € > 0.
Dermed kan vi bruke Cauchys integralteorem, som gir oss

%Cf(z)dz =0.

14.3.18) La f(z) = sinz/z. D& er f analytisk pa kvadrata i figuren, i
tillegg til omradet mellom kvadrata, sa Cauchys integralformel held for kurva

C' og punktet zy = 2i:
i 1
f 721112, dz = — (z)dz
o 42% — 8iz 4 Joz—21

B 2mi f(2i)
4
7 sin 27

4

14.4.3) OBS: feil i fasit.

e*Z

7{ dz, n=12,..
Z’ﬂ

C

Bruker formelen for den deriverte til analytiske funksjonar (Teorem 1):
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(Formelen gjeld ogsa for n = 0, og er da berre Cauchys integralformel.)

e % - 271 (n_ )
% PE dz = (n—l)!f Y (z0)

med

Deriverer f(z):

Dermed blir svaret

e ? 271
= (41 n+1.
7{ Zm dz (nfl)!( )

14.4.4) Bruker Teorem 1 med f(z) = e®*cosz, n = 2 og zp = w/4. Vi har
f'(z) = e*cosz — e*sinz og

f"(2) = € cosz — 2e* sin z — e” cos z = —2¢” sin 2.

€” cos z _ 2mif"(m/4)
fc G T
= mi(—2e™*sin(7 /4))
= —V2mie™/*

14.4.8) Her kan vi bruke Teorem 1 direkte med n = 2, f(z) = 23 +sinz og
zp = i, sidan f er analytisk i heile C, og C omsluttar i.

2% +sin 2 L f(2) s
R e R el
1 (i)2mi

2!
= f"(i)mi



Vi har f(z) = 6z —sinz, sd f”(i) = 6i — sini. Svaret blir dermed

3 .
?{ e — (66— sind)mi
c (z—1)?

= —(6+isini)w

14.4.15) Legg merke til at integranden er analytisk i eit domene som in-
neheld dei to sirklane og omradet mellom dei, s& her treng vi ikkje & gjere noko
meir komplisert enn & bruke Cauchys integralteorem for multiply connected do-
mains (side 658). Integralet er altsa 0.

15.1.1)
(1+4)* = ((1+49)*)"
= (20)"
14+4)2
Dette betyr at folga z1, 29, ... er begrensa, men ikkje konvergent. Grensepunkta
er =1, +i.
15.1.2)
Zny1 (1 + 2¢)"+1n!
zn (1 +20)7(n+1)!
1+ 2¢
_ = —0
n+1
nar n — oco. Dermed ma ogsa folga 21, 22,... g& mot 0. (Intuitivt gar ledda

mot 0 fordi nemnaren veks mykje raskare enn tellaren.)

15.1.16)

i (20 + 304)™
= n!

Ap+1
Qn

— 0 = konvergent

~ |20+ 30:
Tl n+1

15.1.17) OBS: feil i fasit.
La oss starte med a sja pa ei vilkarleg rekke

[e%S)
D> an
n=1



der a,, er reell for alle n, som har desse eigenskapane: |ax| > |a;| for alle k < [,
an, — 0 nar n — oo, og a, er positiv for n like, og negativ for n odde. La s,
vere den nte delsummen, altsa

Vi har
Son42 — Sop = A2pt2 + Aopyl = |02n+2| - \02n+1| > 0,

som betyr at sy < 54 < s < .... Samtidig er
8241 — S2n—1 = A2n41 + G2 = —|a2n 1] + |azs| <0,

s& vi har ogsd s; > s3 > s5 > .... I tillegg gar s,4+1 — s, mot 0 nar n gar
mot uendeleg, sa einaste moglegheita er at delsummane har ei grense, og rekka
konvergerer.

Viss vi no ser pa rekka vi skulle studere, ser vi at vi kan skrive

(oo}
nz::z Inn z:: ln2n Zln 2n—|—1

gitt at begge rekkene pa hggre side konvergerer. Men begge rekkene er av typen
vi sag pa ovanfor. Dermed konvergerer dei, s& rekka pé venstre side konvergerer
0ogsa.

in

15.1.19) Viskal ﬁnne ut om rekka > 7 - konvergerer. Vi har Zn =

n=0 n2 n2—i
og |z,| = \/n}f L forn > 1. Samanhkmngstesten girat Y~ 1 ng konverg—
erer fordi Y0 | - < co. Da konvergerer rekka > o0 ) = —1 4 anl .
15.1.30) Vi har
|Zn+k| _ |Zn+k‘ |Zn+k71| |Zn+2|
|2n+1] |zn+k-1] |Zntr—2| |2n+1]
_ Zn+k Zntk—1 Zn42 ‘
Zntk—1| | Zn+k—2 Zn41
< qk_l.



Det gir
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ZZm

m=n+1
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o

> lzml
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o0
<D lznaald !
k=1

oo
= |Zn+1| Z qk
k=0

_ |2n41]
1—¢q°
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La z, = (n+1)/(2"n).

Zny1| | 2"n(n4i+1)
Zn | |20 (n 4 1)(n + 1)
B nn+i)+n
~2(n(n+1i) +n+1i)
1
< —
-2
Dermed held |R,| < 2|zp41]-
441
el =lorg
RES
2t 64
PRI
— 16 64
oL
10
= |z5| < :
2 -
° 20

= Summen av dei fire forste ledda gir eit estimat som er mindre enn 1/20
fra summen. Estimatet vart blir da

N 14d 240 340 4+
EQEZ”" 5 T8 T 64
| 32416+8+4  96+24+48+3
- 64 + 192 !
15131,



15.2.5) La w = 22.

Zanz% = Zan (22)n
= Zanw".

Vi veit at denne rekka konvergerer for |w| = 22| < R < |z| < V/R og divergerer
for |w| = |2%| > R < |2| > VR, sa konvergensradien for 3 a,,2%" er VR.

15.2.6) Senteret er 1. Ved forholdstesten konvergerer rekka dersom |2(z —
1)| < 1, og divergerer dersom |2(z — 1)| > 1, s& konvergensradien er 1/2.

15.2.9) OBS: feil i fasit.
Senteret er —i. La

Ay = TL(TL — 1) (Z + Z-)2n.
271
Vi har
ans1| | (n+1)(z+1i)?
an | 2(n—1) '

Nar n — oo, gar (n+1)/(n—1) mot 1, sa rekka konvergerer viss |z +i|?> < 2 og
divergerer viss |z + i|? > 2. Det betyr at konvergensradien er v/2.



