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Chapter 13.3
13.3:6 | Finn omradet i det komplekse planet gitt ved
Re(1/z) < 1.
Ldsning:
La z=x+1y. Daer
11 z-—uy
2 x4iy a2+ y?
sa Re(1/z) < 1 hvis og bare hvis 7z <1 Dvs.
0< y2 +22—x
=y* 4+ (z—1/2)* — 1/4
—
(1/2)* <y + (xz — 1/2)%
Altsa omradet utenfor sirkelen med radius 1/2 og sentrum i (1/2,0).
13.3:15| Avgjor om f gitt ved
22 Im(1/2), =40,
-
0, z=0
er kontinuerlig i z = 0.
Lgsning:
La z # 0. Fra oppgave 6 ser vi at
= 2 _y = —
1) = 1oy = =
og dermed er
lim f(z) = lim f(x +iy)
z—0 z,y—0
= 1‘ —
sys0 7
=0=f(0)
og f er kontinuerlig.
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13.3:16 | Avgjor om f gitt ved

_ JIm(z%)/[z%, 2 #0,
-1 0

er kontinuerlig i z = 0.

Lgsning:
Vi beregner at for z # 0 er f(z) = f(x +iy) = x?_ﬂgz Funksjonen er ikke kontinuerlig i
z = 0 fordi pa langs diagonalen x = y er
. . . 222
i S tie) =l e
=lim1
z—0
=1#0= f(0).
13.3:18| Finn f/(i) nar
z—1

Lgsning:

1) = (z+1)?

2
(et i)?
=

. 2
1
=5
-

Chapter 13.4

Cauchy-Riemann:

f(z) =u(z,y) +iv(x,y) er analytisk
—

Uy = Uy, Uy = — Vg
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Er
f(z) =izz

analytisk?

Lg@sning:

fl@+iy) =i(2® + y°) = u(z,y) + iv(z,y)
der u =0 og v = 22 + y2. Dermed er f ikke analytisk fordi

Uy =0 # 2y = vy,.

13.4:10] Fr

f(z) =In|z| + i Arg z

analytisk?

Lgsning:
Skriv z pa polarform: z = r(cosf + isinf) der —m < § < 7. Da er
f(z) =In|z|+iArgz
=Inr+10
= u(r,8) + iv(r,0)

der u =Inr og v = 6. Dermed er

1
Upr = —,

r
vg =1,
v =0 =1y

som tilfredsstiller Cauchy-Riemann-ligningene i polarkoordinater:

1 1

Uy = —Vg, v = ——Ug.
r r

Men f er ikke analytisk pa noe omrade D som inneholder deler av den negative x-aksen:
La rg > 0 og anta at —rg € D. Da er

li 6 +isinf)) = lim (1 0
i f(ro(cos@ +isin@)) 9_}1{171#(117"0—1—@ )
=Inrg —mi

som ikke er lik

f(ro(cos(=m) +isin(—m))) = f(=ro)

=lInry + mi

og f er ikke kontinuerlig, og dermed ikke analytisk i D.
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13.4:18] r

u(z,y) = 2° — 3ay?

harmonisk? Isafall, finn en analytisk funksjon f(z) = u(z,y) + iv(z,y).

Lgsning:
Vi har at u, = 322 — 3y?, Uy = 62, Uy = —62Y, Uy, = —6x, s&

AU = Ugy + Uyy = 0
og u er harmonisk.
Vi ma finne en funksjon v slik at u og v tilfredsstiller C-R-ligningene.

Uy = Ug = 322 — 3y°
<~

v = /(31:2 — 3% dy
=32y —y’ + C1(2).

Vg = —Uy = 61y
<~
v = /G:L‘y dx
=322y + Ca(y).
Dermed mé vi ha
0=v—w

=322y — y* + Ci(z) — (32%y + Ca(y))
= —y° + Ci(z) — Ca(y).

Sa C1(z) = c konstant og Ca(y) = —y> + c. Et naturlig valg er sette ¢ = 0 og vi har den
analytiske funksjonen

f(z) =u+iv =2 —3xy® +i(3z%y — °).

13.4:19] Fr

u(x,y) = e *sin2y
harmonisk? Isafall, finn en analytisk funksjon f(z) = u(z,y) + v (z,y).

La@sning:
Vi har at u, = —e™*sin 2y, Uz, = e *sin2y og u, = 2e~* cos 2y, uyy = —4e” ¥ sin 2y sa

AU = Ugy + Uyy = —3€ “sin2y #0

og u er ikke harmonisk.
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13.4:30 | La f veere analytisk. Vis at hver av de folgende betingelsene er tilstrekkelig for
at f er konstant.

a)

Re f(2) = ¢, konstant.
b)

Im f(2) =c, konstant.

)
J'(z) =o.

Lgsning: a)
Skriv f(z) = u(x,y) + iv(z,y) der u(z,y) = Re f(z) = ¢;. Fra C-R-ligningene vet vi at

Vy = Ug
=0,
=

v = h(z).

B (z) = vy = —uy =0,

=
v=h(x) =ca.
Altsa er
f(z) =u+iv=c +ico, konstant.
Lgsning: b)
Lgses pa samme mate som i a).
Lgsning: c)
Anta at f'(z) = 0. Ved formel (4) og (5) i boken er
0= f'(2)
= Uy + 1V,
0=f'(2)
= —lUy + vy.

Altsa er u, = uy = v, = vy = 0, og etter integrering finner vi at

f(z) = 2o, konstant.

Chapter 13.5
13.5:20 | Finn alle lgsninger til ligningen

e =4+ 3i.

Tegn noen av dem i det komplekse planet.
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Ldsning:
Vi skriver 4 + 3i pa polarform: r = /42 4+ 32 =5 og 6y = arctan 3/4 ~ 0.64.

44 3i = 5(cos by + isinby).
La z = x +4y.

5(cosfy + isinfy) =4+ 3i
= eZ
= e"(cosy + isiny)
<~

e’ =5 og y + 2kw = 6y, keZ.
Dvs. Lgsningen pa ligningen er alle tallene z; = = + iy der = Inb og y = 0y + 2km:

2z, = Inb + i(arctan 3/4 + 2km), ke Z.

Chapter 13.6

13.6:10| Skriv
sinh(3 + 47)

pa formen u + v, u,v € R.

Lgsning:
Vi bruker definisjonen sinhz = 3(e* — e™*):

1 . ,
sinh(3 + 4i) = = (34 — ¢737%)

(e*(cosd +isind) — e 3(cos(—4) + isin(—4)))

(e*(cos4 +isind) — e 3(cos4 — isind))

=N =N =N

=3 (cos 4(e3 — e73) 4 isind(ed + 6_3))
= cos4sinh 3 + 7sin 4 cosh 3.

Lgs ligningen

sin z = 100.

Lgsning:
La z = x 4 iy. Formel (6b) i boken gir

100 =sin z

= sinz coshy + 7 cos zsinhy.

Altsd méa
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i) sinz coshy = 100
ii) cosasinhy =0
Vi ser at y = 0 ikke er en mulighet i ii) ettersom coshO = 1 og sinx = 100 har ingen

lgsninger. Dermed ma cosz = 0, men det er bare x pa formen x = 7/2 + 2k7 som ogsé vil
gi lpsninger 1 1), (coshy er positiv). Ligningen er na redusert til

100 = cosh y
1
= S +e)
0=¢eY—-200+¢7Y
<~

0= e* —200e¥ + 1
=u?—-200u+1,  w:=eY.
Denne andregradsligningen gir v = 100 + /9999, sa lgsningene pa ligningen er de to
horisontale stripene
x=7/2+ 2km, keZ,
y = In(100 £ v9999) = £ In(100 + v/9999).

(Bruk konjugatsetningen for & vise den siste likheten for y).

Lgs ligningen

sinh z = 0.

Ld@sning:
La z = x + iy. Formelen utledet i oppgave 13.6:1 gir

0 =sinh z
= sinh x cosy + i cosh x siny
<~
siny =0 og sinhz =0

Altsa, x =0 og y = km:
z = ikm, keZ.
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