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Lgsningsforslag

Lgsning:

y'(t) +4y(t) = 6(t —2) + ¥, y(0)=0.

La Y (s) = L{y} (s) veere Laplace-transformasjonen til y. Da er

L {y' + 4y} =L {y'} +4L{y}

= sY — y(0) + 4y
og
L{6(t—2)+e"} =e 2+ !
s—4
Duvs. ) )
e 8 1 e 8 1 4
Y = = — .
=it ere  siatig @
Dermed er

y(t) = L7{Y}

1
= e 2yt —2) + 1 sinh 4¢

der u(t —2) =1 for ¢t > 2, null ellers.

Lgsning:
f(x) =ux, - <z <T.
Fourier-rekken til f er
o
Z by, sin nx
n=1

fordi f er odde. Vi har at
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1 ™
bn—/ f(z)sinnx dx
™ —T
2 ™
= / z sin nx dx
T Jo
2 (77 T COS N 1/7r )
=— — + — cos nx dx
T \p n n Jo
2( (=)™ 1|7 . )
=—1|- + —| smnr
7r n n*|,
2
—(—1 n—li.
(2
Fourier-rekken til f er altsa
= (1!
2
; ~——sinng

som ogsa er Fourer-rekken til den 27-periodiske utvidelsen av f.

I punktet x = 7 er verdien lik

o (D! N
2 i = i =0.
- Z - sin nx A}gnoozo 0
T=T p—1 n=1
Lgsning: a)
Ugpr + 4u = uy, x € 10,7, t >0.

u(0,t) = uy(m,t) =0, t>0.
Anta at u(x,t) = F(z)G(t). Da er uy, = F"G, uy = FG' og

F'G+4FG = FG'.

by F"+4F G
% =g =M konstant.
Dermed er G(t) = Ket og F” + (4 — p)F = 0 der F har generell lgsning
F(z) = Asinwz + Bcoswz, w:i=+/4—pu, hvis p < 4,
F(z) = Az + B, hvis p = 4,
F(z) = Asinhwz + B coshwez, w =/ —4, hvis pu > 4.

Randbetingelsene 0 = F(0)G(t) = F'(w)G(t) gir at lgsningen er triviell, G(t) = 0, eller
F(0) = F'(m) = 0. Det eneste tilfellet som ikke gir A= B =0er u < 4. I safall er B =0
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0g
0= F'(rr) = wAcoswr

1

+ nm, n=0,1,2,...

e

+n

N

—

1 2
,u:,un::4—<2+n> .

Skriv wy, = % + n. Dermed er alle lgsninger av type u = F'G pa formen

un(x,t) := Gp(t)Fp(x) = A=) gin w, n=0,1,...

Lgsning: b)

u(z,0) :sin%j +2sin5§+3sin7§

Ettersom ligningen er linezer og randbetingelsene er homogene, vil ogsa en uniformt kon-
vergerende sum pa formen

o0
u(z,t) = Z bped=9n)t sin w, x
n=1
veere en lgsning. La by = 1, bo =2 og b3 = 3. Da er

3
u(x,t) = Z bpe=9n)! sin w, x

n=1

en lgsning som apenbart tilfredsstiller initialbetingelsen.

Lgsning:

f(z) =u(z,y)+ily+2zy),  f(0)=1.
La v(z,y) = y + 2zy. Hvis f er analytisk i C, sa er u, = v, og uy = —v, ved Cauchy-
Riemann.

u(z,y) = /u dz

:/vydx
:/(1+2:U)dx
=+ 2%+ C1(y).
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e = [

—/—vmdy
:/dey

= —y? + Cy(x).
Dermed méa C1(y) = —y? + cog u = x + 2% — y? + c. Ettersom u(0,0) = 1 er ¢ = 1. Altsa

u(z,y) =z + 2% —y° + 1.

Lgsning: a)
fz) = e ——
— ez2—2 _—
= z(z —2)
Ved delbrgkoppspaltning og Taylor-rekken til eksponentialfunksjonen, er
o n
1 1 1/2 1/2
ORD I <z_2> -t
n=0
og vi ser at f har en essensiell singularitet i z = 2 og en enkel poli z = 0.
Lgsning: b)
Law=2z—-2 Daer
1
z 24w
1 1
21— (~w/2)
1 > (_1)71 n
G
n=0
oo
(="
-3 G e-ap
n=0

for [w/2| < 1. Dvs. for |z — 2| < 2. Vi har ogsé at
11
z 24w

10. desember 2015 Side 4 av 6



Lgsningsforslag

for |2/w| < 1. Dvs. for |z — 2| > 2.

Laurent-rekken til f med sentrum i z = 2 som konvergerer for 0 < |z — 2| < 2 er da
1/ 1 \" 1/2 1/2
USRI <z_2> -t

BAE) g

o0
_3/4+3/2—+Z 22%2 z—2)"
n=1
Laurent-rekken til f med sentrum i z = 2 som konvergerer for |z — 2| > 2 er
o n
1 1 1/2 1/2
f<z>—zm<z2> -t
n=0
oo n [o.¢]
1 1 1 1
= — —1/2 —2) e+ 1/2——
> (553) ~1e e o 122
n=0 n=0

o0

1 1
:vaz_z +Z gt U2

E

[6]

Lgsning: a)

1
o=

La S veere halvsirkelen med radius R i gvre halvplan.

Vi har at
1 B 1
-12+1  (z-)(z—=)

med poler iz =zp: =141 og z =7Zy. For z = x + iy € Si er |z| = R og dermed er

fz) =

1
|2 = 20l|z = Zo]
1

[f(2)] =

<

121 = Lzol|121 = I3l
B 1
~w—var

For w >0 er
‘eizw‘ _ |ei(;r+iy)w| _ |ei1’w||€—yw| _ |e—yw‘ <1
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fordi y > 0.

Videre er lengden av Sg lik mR. Ved M L-estimatet er derfor

, ™R
()Y dz| < ———

SR (R— \/§)2

og Vi ser at
lim (2)e*¥ dz = 0.

R—o Sk
Lgsning: b)
Ved delbrgkoppspaltning er

1
fz) =

(2 = 20)(z — Z0)

RV 1
C2\z—-% z—20/)

La w > 0. Funksjonen f(z)e®*® har dermed en enkel pol i 29 med residy

Res f(z)e"*" = ——e"*0%,
2=z 2

La Sp:= SpU [—R, R]. Polen zj ligger ikke innenfor Sg. For R > /2 er da

f(2)e”*¥ dz = 27i Res f(z)e™*"
Sk

z2=2z0
= —2mi—e"*v
2

= qe(1-Dw,
Ved a la R ga mot oo pa begge sider, far vi

re”(70% — Jim f(2)e dz
R—o00 Sk

= lim <SR (2)e dz—i—/ f(x)e dx)

R—o0 —R
=0+ /OO f(z)e™™ da

den Fourier-transformerte til f i punktet —w. Dermed er

fem) = \/Zeww _ _\/Z
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