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Lgsningsforslag

Laplace-transformasjon av initialverdiproblemet
y' 2y +2y=ult—m), y0)=1, 3 (0)=0
gir
%Y (s) —s+2(sY(s) — 1) +2Y(s) = e ™ /s

(2 +25+2)Y(s)=s5+2+e ™/s
s+ 2 e~ T8 s+ 1 1 e~ s

Y(S):82+23+2+8(82+25+2) (GF12+1 s+ D241 s(s?+25+2)

Vi delbrgkoppspalter uttrykket m:

1 1/1 s+2 11 s+1 1
s(s2+25+2) 2\s s24+25+2) 2\s (s+1)2+1 (s+1)2+1

og far

¥(s) s+l 1 Rye s+1 1 e
g) = Y — e .
(s+1)24+1 (s+1)24+41 2\s (s+1)2+1 (s+1)2+1

Inverstransformasjon av den siste ligningen gir
1
y(t) = (cost +sint)e "t + 3 <1 —cos(t—m)-e ™ —sin(t — ) - e*(t*”)) u(t —m)

1
= (cost +sint)e™" + 3 (1 +cost-e” ™) 4 gint- e_(t_“)) u(t — )

| (cost +sint)e™ for 0 <t <m,
| (cost+sint)et(1+ %)+ 1 fort>n.

2] a)

9 [T 92 w/2
bn:/ f(x)sinnxda::/ xsinnx dx
T Jo 0

™

2 1 2 2 (3,1 1 T 2 .
= — |z(—=cosnzx)| —— (——cosnr)dr = ——cosns + — sinn,
s n o ™Jo n n 2 1 2

sa Fourier-sinusrekken blir

o0
1 s 2 . T\ .

g ——COSN— + —5 sinn— | sinnx.
n 2  mn? 2

n=1
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b)

Rekken kan deles opp i odde og like ledd (dette kreves ikke, men tas med i tilfelle noen
gjor det under eksamen): bop = —ﬁ coskm = i(—l)kﬂ, bop—_1 = (%%1)2 sin(2k —

D5 = gl (-DM k= 1,2,3,.... Vi far:
S pesng s
—= — + — sinn—)sin
~cosng + —gsinng)sinna
n=1
1)k k+1
;12/{: 51n2k:x+z 2k—1)2(_1) sin(2k — 1)x.

Det kan ogsa vises (dette kreves heller ikke) at hvis vi betegner den forste summen
med s1(z) og den andre med sy(x), sa har vi

(2) x/2 for 0 <z < m/2 x/2 for 0 <z <m/2
s1(x) = so(x) =
! x/2—m/2 form/2<z<T /2 —x/2 form/2 <z <.

Med u(z,t) = X (z)T'(t) har vi

T/ X//
XT' +2XT =9X"T — T +2= 97 = k = en konstant.
Standard drefting (under de gitte randbetingelsene) gir at vi ma ha k < 0 for a fa
lpsninger X (x) forskjellig fra null-lgsningen. Sa vi setter k = —p? < 0. For X (z) gir
dette differensialligningen

X// 2
0% = —p" dvs. X"+ %X — 0,

som har lpsning X (z) = Acos ga: + Bsin %x. Innsetting av randbetingelsene gir
X(0) = A =0, X(m) = Bsinfr = 0. For a fa ikke-trivielle lgsninger ma vi ha
B # 0, dvs., p ma velges slik at sin£7 = 0. Dette gir folgende muligheter for p:
gw = nm, dvs., p=3n,n=123,.... Sa for hvert naturlig tall n har vi en mulig
lpsning X, for X, gitt ved:

3
Xp(x) = anin?nzc = B,sinnx, n=12,3,...,

hvor konstantene B,, kan velges fritt og uavhengig av hverandre. For T'(t) gir dette,

for hver n =1,2,3,..., en lgsning T, (t), gitt som lgsning av differensialligningen
T 2 2+9n2)t
T+2 =k =—p? = —9n2 dvs. T(t) = T,,(t) = Cpe ) =123 ...

Konstanten C,, kan slgyfes da den blir absorbert av B,, nar X og T ganges sammen.
For u(z,t) = X (¢)T(t) far vi da for hver n en lgsning u,(z,t) gitt ved

Un(x,t) = Xp(2)Ty(t) = By sinnx - e~ (@t 123,

og disse er alle lgsningene pa formen u(x,t) = X (z)T'(t) som oppfyller differensiallig-
ningen og de gitte randbetingelsene.

For & bestemme lgsningen som i tillegg til differensialligningen og randbetingelsene
ogsa tilfredstiller initialbetingelsen u(z,0) = f(z) — hvor f(x) er funksjonen fra a) —
prover vi med en sum av produktlgsninger:
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u(z,t) = >0 up(z,t) = Y07, Bysinnz - e~ (2Tt Kravet u(z,0) = f(z) gir
fozl B, sinnz = f(x),0 < x < m,dvs., 22021 B,, sin nx ma veere Fourier-sinusrekken

til f. Dette betyr at B,, = b, = —% cosny + # sinng. Sa lgsningen blir
> 1 s 2 T 2
u(z,t) = Z <_n cosn + ) sin n2> sinna - e~ (Gt
n=1
Som i pkt. a) kan denne summen splittes opp i odde og like ledd (dette kreves fortsatt
ikke):
=1
2
u(x,t) = Z ﬁ(—l)k'|r1 sin 2k - ¢ (230Kt
k=1
- 2 2
e —— | k+1 2% —1 . —(2+9(2k’—1) )t'
+;7r(2k:—1)2( )T sin( )z -e

a) Funksjonen g, (2) = e~®#/(1+22) har en fgrste ordens pol i hvert av punktene z = +i
og ingen andre singulesere punkter.

e—iwz eW
= 1‘ 9 = = —
Besgu() =tz —Dou(e) = 77 _ =%
e—iwz e~ W
R = 1. ] = —_—
2:6782‘ gw(z) zifi(z + Z)gw(2> zZ—1 —— 2%

b) Med z =z + iy og |z| = R > 1 har vi
9u(2)] = [ /(14 22)| = @) |(1+ 22)| < e/ (R? — 1),

Anta w <0 og z € FJ}E. Daer y > 0, sa wy < 0 og dermed ¥ < 1. Det fglger at
gu(2)] < ev/(R2 1) < 1/(R? - 1),

Anta sa at w > 0o0g z € I'y. Daer y <0, sa wy < 0 og dermed nok en gang e*¥ < 1.
Det folger at |g,(2)] < e¥V/(R? —1) < 1/(R%* — 1) ogsa i dette tilfellet.

c) Anta forst at w < 0. Vi integrerer g, (z) langs den lukkede, positivt orienterte kurven
bestaende av det reelle intervallet fra —R til R og halvsirkelen FE. Denne kurven
omslutter det singulaere punktet z = i, og residysatsen gir

R w
/ e~ /(1 4 2%)dx + / guw(z)dz = 2mi Res gy(2) = omiS— = e, (*)
_R FE z=1 27/

Fra resultatet i b) folger at ‘fr+ gw(z)dz‘ < 7R/(R*—1),salimpe0 [+ gu(2)dz = 0.
R R

Vi tar grensen nar R — oo pa begge sider av ligningen (*), og far:

dim (/};ei“*”ﬂ/(1+gc2)dgc+/F+ gw(z)dz)

R

o0 (e.9]
= / e~ /(1 4+ 2%)de +0 = / e~ /(1 4 2?)de = me” nar w < 0.

—00 —00

Anta s& w > 0. Denne gangen integrerer vi langs den lukkede, positivt orienterte
kurven bestaende av det reelle intervallet fra R til —R (merk at vi her ma ga i

If*eksamen*2014-08-13 8. august 2014 Side 3



Eksamen i TMA4120 Matematikk 4K og MA2105 Kompl. f.teori med diff.likninger 13.08.2014

negativ retning langs x-aksen pga. kurvens orientering) og halvsirkelen I'z. Denne
kurven omslutter det singuleere punktet z = —i, og residysatsen gir:

-R v
/ efzwx/(l + $2)dl‘ +/ gw(z)dz — 27-‘-2 Resl gw(z) = 277/1:46 5; = —ﬂ-eiw_ (**)
R Tk - -

Fra resultatet i b) folger at ‘frl_% gw(z)dz‘ < 7mR/(R%*-1), 84 limp_00 fF}_{ gw(2)dz = 0.

Vi tar grensen nar R — oo pa begge sider av ligningen (**), og far:

—R
lim ( / 7 /(1 4+ 22)da + /
R—o0 R F+

R
= / e /(1 + 2%)dx +0 = —/ e /(1 4 2?)dx = —me ™

[e.o] —00

gw(z)dz>

o0
dvs., / e /(1 4+ 2?)dx = me™™  mnar w > 0.

—00

Alt 1 alt har vi vist:

oo me~" mnarw >0

00 ] w 3 <0
/ e~ /(1 4 xQ)dx _ {WB narw ==t _ re 1l for alle reelle w.

Siden F (1/(1 +2?)) = & [*_e~™* /(1 + 2?)dz, betyr dette at

2m —o0
1
F(1/1+ z%)) = Jon el = \/Ze_“’.
23

a) Funksjonen f(z) = /(=1 4 el/H1? 4 % har tre mulige singuleere punkter:
z=1,2z=—-1o0g z=0.

Vi har e2/(==1) = Yoo % for z # 1. De to andre funksjonene er analytiske

i 23
i z =1, s& vi kan skrive ¢!/(=+D)° 4 % =32y an(z—1)" for z i en viss omegn
om z = 1 (Taylorrekke om z = 1). Det betyr at Laurentrekken til f(z) om z =1 har

formen
) =Y a1
n=0 (Z 1) n=0

Siden prinsipaldelen (rekken med negative eksponenter) har uendelig mange ledd, er
z =1 en essensiell singularitet for f(z).

Residyet er koeflisienten til leddet med eksponent lik —1. Fra Laurentrekken ser vi at
den er lik 2, sa

Rep/le) =2

Vi har el/HD? = >l m for z # —1. De to andre funksjonene er

. 3
analytiske i z = —1, sa vi kan skrive e%/(*=1) 4 % =2 neo @z +1)" for 2
en viss omegn om z = —1 (Taylorrekke om z = —1). Det betyr at Laurentrekken til
f(2) om z = —1 har formen
oo 1 oo
= —_— ! 1",
=2 oy + 2 wle Y
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Siden prinsipaldelen har uendelig mange ledd, er z = —1 en essensiell singularitet for
f(2).
Her ser vi at leddet med eksponent lik —1 mangler, sa

Res f(z) = 0.

z=—1

— 0. v o oyoo (DR opg1 1.3, 1.5 oo (=D* op41 s
Vl har Sinz — Ek‘:O WZ = Z — gZ +§Z +Zk:3 mz , Sa

. —1)k
sinz — z + 4123 = 325 + 3700, %22’““ og dermed

23

sinz —z+ % 1 > (-DF Ly
P 5!*%(2k+1)!2 (z70)

. 23
Det fglger at % kan gjgres analytisk i z = 0 ved a gi den verdien % der. Sa

z = 0 er en hevbar singularitet for denne funksjonen og dermed ogsa for f (z) siden
de to andre funksjonene er analytiske i origo. — Dette resultatet kunne ogsa veert
oppnadd ved fem gangers bruk av I’Hopitals regel.

Siden vi har en hevbar singularitet, mangler leddet med eksponent lik —1 her ogsa,
s&

E{:egf(z) =0.

b) (i) Sirkelen |z| = 1/2 omslutter ingen andre singulariteter enn den hevbare singulari-
teten i origo, sa

/ f(z)dz=0.
|z|=1/2

(1) Sirkelen |z| = 2 omslutter de essensielle singularitetene z =1 og z = —1. Fra a)
har vi at Res,—; f(2) =2 og Res,=_1 f(z) =0, sa vi far

/ f(2)dz = 2mi <Re§f(z) + Res1 f(z)) = 2mi (2 + 0) = 4mi.
|z|=2 = z
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