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Oppgave 1 Løs initialverdiproblemet
y′′ + 2y′ + 2y = u(t− π), y(0) = 1, y′(0) = 0

ved hjelp av Laplace-transformasjonen.

Oppgave 2

a) Definér f(x) ved

f(x) =

x 0 ≤ x ≤ π
2

0 π
2 < x ≤ π.

Finn Fourier-sinusrekken til f(x).

b) Finn alle løsninger til den partielle differensialligningen
ut + 2u = 9uxx (1)

på formen u(x, t) = X(x)T (t) som tilfredsstiller randbetingelsene
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0. (2)

c) Finn løsningen av (1) som i tillegg til randbetingelsene (2) tilfredsstiller ini-
tialbetingelsen u(x, 0) = f(x), hvor f(x) er funksjonen fra a).

Oppgave 3 I denne oppgaven skal vi bruke residyregning til å finne den
Fourier-transformerte til funksjonen f(x) = 1/(1 + x2). For dette formål definerer
vi for hvert reelt tall w en kompleks funksjon gw(z) ved gw(z) = e−iwz/(1 + z2).

a) Klassifisér de singulære punktene til gw(z), og bestem de tilhørende residy-
ene.

b) For R > 1 la Γ+
R betegne halvsirkelbuen i øvre halvplan gitt ved z = Reiθ,

0 ≤ θ ≤ π, og la Γ−R betegne halvsirkelen i nedre halvplan gitt ved z = Reiθ,
π ≤ θ ≤ 2π.
Vis: For w ≤ 0 er |gw(z)| ≤ 1

R2−1 når z ∈ Γ+
R, og for w ≥ 0 er |gw(z)| ≤ 1

R2−1
når z ∈ Γ−R.

c) Bruk resultatene fra a) og b) til å finne den Fourier-transformerte til funk-
sjonen f(x) = 1/(1 + x2), dvs., beregn integralet

f̂(w) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

1
1 + x2 e

−iwxdx

ved residyregning.

[Hint: Betrakt tilfellene w ≥ 0 og w ≤ 0 hver for seg.]
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Oppgave 4 Gitt funksjonen

f(z) = e2/(z−1) + e1/(z+1)2 +
sin z − z + z3

3!
z5 .

a) Klassifisér de singulære punktene til f(z), og bestem de tilhørende residyene.

b) Beregn integralene

(i)
∫
|z|=1/2

f(z) dz (ii)
∫
|z|=2

f(z) dz,

hvor generelt
∫
|z|=R f(z) dz betegner integralet over sirkelen med radius R og

sentrum i origo, orientert mot urviseren.
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Formelliste

Laplacetransformasjonen

L(f(t)) = F (s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt

L(sinωt) = ω

s2 + ω2 L(cosωt) = s

s2 + ω2

L(tn) = n!
sn+1 , n = 0, 1, 2, . . .

L(δ(t− a)) = e−as (a ≥ 0)

L(eatf(t)) = F (s− a)

L(f(t− a)u(t− a)) = e−asF (s), u(t− a) =

0, t < a

1, t > a
(a ≥ 0)

L(
∫ t

0
f(p)g(t− p) dp) = L(f(t)) · L(g(t))

L(f (n)(t)) = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0)

L(
∫ t

0
f(τ) dτ) = 1

s
F (s)

L(tf(t)) = −F ′(s) L(1
t
f(t)) =

∫ ∞
s

F (s̃) ds̃

Fouriertransformasjonen

F(f(x)) = f̂(w) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iwx dx, F−1(f̂(w)) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(w)eiwx dw

F(f (n)(x)) = (iw)nf̂(w) F((−ix)nf(x)) = f̂ (n)(w)

F(eiaxf(x)) = f̂(w − a) F(f(x− a)) = e−iawf̂(w)

F(
∫ ∞
−∞

f(p)g(x− p) dp) =
√

2πF(f) · F(g)

F(e−ax2) = 1√
2a
e−w

2/4a, a reell og positiv.


