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Sammendrag Uke 8 (Projeksjoner I)

Projisere en vektor ned p§ et plan.

Den ortogonale projeksjonen p& en vektor v er en linezrtransformasjon:

P,:R" - R"
vV-.w

P,(w) =

(W) =2y,
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Sammendrag Uke 8 (Projeksjoner I)

Skalarproduktet, eller prikkproduktet: v - w = ||v||||w]| cos 6

vl = \/vZ + v3 er lengden til v og ||w|| er lengden til w og 6 er
vinkelen mellom v og w, To vektorer er ortogonale hvis v - w = 0, og

parallelle (alts8 cosf = +1) hvis v - w = +|Jv||||w].
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Sammendrag Uke 8 (Projeksjoner I)

1 1 1 1
Eks.: v = 1 og w = —1 er ikke ortogonale fordi 1| - |—1| = 6.
1 6
1
! 1 1 1
Py(w) = - 1:262 21291:
1] M1 1 1241241 1 3 1
1
1
Vi ser at P,(w) og v er parallelle siden P,(w) = 2v, og at P,(w)

og w — P,(w) er ortogonale, fordi:
BB
21 . —1( — = 12| .|-3| =0.
2 6 2 4

w = P,(w)+ (w — P,(w))

NN N
—_ 1

Hr—ln—\Ch

N

N
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Sammendrag Uke 8 (Projeksjoner I)

La V vere et reelt vektorrom. Et indreprodukt i V er en operasjon som
tar inn to vektorer, v og w, for 3 gi ut et reelt tall (v, w).

(v,w) = (w,v) (symmetri)
((aw + Bu), v) = a{w, v) + B{u, v) (linearitet)
(v,v) >0, og (v,v) =0 kun hvis v =0 (positivitet)

Vi sier at V/, sammen med et valgt indreprodukt, er et indreproduktrom.

Hvis du kombinerer linearitet og symmetri, f&r du ogs8 at indreproduktet
er linezrt i fgrste faktor:

(v, (aw + Bu)) = alv,w) + B{v,u).

Men hvis vi antar et vektorrom over de komplekse tallene, C, har vi
fglgende regler (v, w) = (w, v) (konjugert symmetri):

(v, (aw + Bu)) = ((aw + Bu, v)) = a(v,w) + B{v, u)
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Sammendrag Uke 8 (Projeksjoner I)

La V veare et indreproduktrom. Den ortogonale projeksjonen p3 en
vektor v # 0 er en linezrtransformasjon:

P,:V—=V

P (w) =t W)

v,

Koordinatene til v i en ortogonal basis vy, uo, ..., u, er

v =Py, (v) + Py (v) + -+ Py (v)

— <U1,V> u + <U2,V> U2+"'+ <Un7 V> u"‘
<U17U1> <u27u2> <unzun>
La uy, Uz ..., un, vaere en ortogonal basis for U, et underrom av V

Py(v) = Py (v) + Py (v) + -+ Py, (v)
(w1, v) y (ua, v) b (Um, v) .,
T {upun) - (U2, up) e (U, um) "
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

Finne en ortognal basis: Gram—Schmidt (GS) metode

La {vy,vo,..., vy} veere en linezrt uavhengig vektormengde. Vi skal lage
oss en ortogonal basis {uy, ua, ..., u,} for rommet utspent av vektorene i
mengden.
1.
u=w
> (ug, v2)
ug, V2
Uy = Vo P, Vo) = Vo —
Ul( ) <U17 U1>
3.
(u1, v3) (U2, v3)
u3 =v3 — Py (v3) — Py,(v3) = v3 —
3 3 ul( 3) uZ( 3) 3 <U17 0 <u27 Us
k.
k—1 (0, vi)
= v — P (vk) = LRI P
Z uj = <Uj7 Uj> J
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

Mengden {u1, us, ..., un} er en ortogonal basis for Span{vy, va,..., v,}.

La U vare et underrom til et indreproduktrom V. Her er en metode for &
regne ut den ortogonale projeksjonen Py:

1.
2.
3.

Ta utgangspunkt i en basis vy, v, ..., v, som spenner ut U.
Bruk sa GS til & finne en ortogonal basis vy, up, ..., u, for U.

Da kan man, for alle x i V, beregne den ortogonale projeksjonen
Py(x) = Puy (x) + Pu(x) 4+ + Py, (x).
Hvis V = R", s3 far vi standardmatrisen

[Pu] = [Pu(e1)|Pu(e2)

-+ |Pulen)]

og da kan man, for alle x i V, beregne den ortogonale projeksjonen

Pu(X) = [Pu]X.
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

Eks.: Finn standardmatrisen til Py hvor U er underrommet av R*

utspent av
2 1 1
Vi = L Vo = 0 og v3 = L
1]’ -2 1
0 1 0
GS: ortogonal basis
2 1 -1
uy = 1 Uz = 0 og u3z = 2
1 -2 0
0 1 1

Regn ut Py(er):

Pu(el) = Pul(el) + PUZ(el) + Pu3(e1)
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

21 17 1 1 -1
1 0 0 0 2
1 ol o -2 0 1 0
_0_ _0_ 1 1 0 0 1

I AEARE + 1 1 2| T -1
1 1| |0 0 0 1 2
1 1 -2 -2 0
o] |o] 1 1 1
(27 1 -1

21 110 -1 2

el Te |26 |o
0] 1 1
(6] 1

1ol |o

6 |0| |0
0] 0
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)
Siden Py(er) = ey skjgnner vi at e; ligger i U. En del regning gir
at Py(e2), Pu(es) og Py(es) er henholdsvis

0 0 0
15| 11 12
6l1]'6|5]| 6|2
2 -2 2
Standardmatrisen er
6 0 O 0
1/0 5 1 2
Pl=%10 1 5 -2
0o 2 -2 2

La U vare et underrom av R” med underlineortonormal basis

{u1,...,um}, hvor m < n, og la Py vaere lineartransformasjonen gitt ved
projeksjonen p& U. Vi lar [Py] betegne standardmatrisen til Py, og lar
Ay = [u1] - - |um] veere matrisen med vektorene uq, -+ , Uy, som

kolonner. Da har vi at
[Pu] = AuA].
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

Eks.: Vi gnsker igjen & finne standardmatrisen til Py, for U i foregéende
eksempel. En ortogonal basis ble oppgitt som

1 -1

up = , U2 = og uz =

-2
1

O N
= O N

men vi trenger en ortonormal basis. For & f& en ortonormal basis, deler
vi hver vektor i basisen med dens lengde.

2 1 -1

_ 11 _1 112
ul_\@ 1 , U2 \/6 2 ogU3—\/6 o’

0 1 1

Matrisen Ay er gitt som

2 1 -1

1 11 0 2
Au—[U1|"'\Um]—% 1 -2 o’

0 1 1
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Sammendrag Projeksjoner Il (Uke 9)

og dermed er

Vi beregner

1
AUAZ/— == 7

o
O KF N
|
N

(o))
oo oo
N = 01 O
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

A) Avgjgr hvilke vektorer som er ortogonale med hverandre.

2 1
Al. vy = |-5| ogvo = |2
1 0
1 1 1
A2. wp=| 0|, wo=|V2]| ogws = |—2
-1 1 1
i i 1
A3. x1 = |0|, xo=|1| ogx3=|i
1 0 i

> Al: Vektorene er ikke ortogonale fordi skalarproduktet av de to
vektorene er ulikt null:

2 1 1
5| - 12| =vyw=[2 -51]|2| =2-1+(-5)-2+1-0=—8.
1 0 0
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

> A2: Alle de tre vektorene er ortogonale til hverandre. Vi ser dette ved
& sjekke skalarproduktet.

1 1 1 1 1 1
0|-|v2| =0 0| |-v2| =0 [V2| |-V2|=0.
-1 1 -1 1 1 1

> A3: Merk at vi nd betrakter vektorer med komplekse verdier, dermed
mé& vi beregne det komplekse indreproduktet, hvor den fgrste vektoren
komplekskonjugeres.

i i i i 1 i 1
O x |1 =[-i01]|1] =1 O «|7i] =0 1| x|i| =0
1 0 0 1 i 0 i

Vektorene (7,0,1) og (i,1,0) er altsé ikke ortogonale, men vektoren
(1,17, 1) er ortogonal til hver av de to andre.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
B) Bruk Gram-Schmidts metode for & finne en ortogonal basis med
utgangspunkt i:
B1. Vektorene oppgitt i oppgave Al.
B2. Vektorene oppgitt i oppgave A2.
B2. Vektorene oppgitt i oppgave A3.

>> B1: Vi bruker Gram—Schmidt ortogonalisering:

2
u =v = -5
1
1 2 23/15
w= 2| =P, |-5] =] 2/3
0 1 4/15

Da er (u1, up) en ortogonal basis.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

> B2: Vi har fra oppgave A2 at vektorene allerede er ortogonale.

> B3: Vektoren (1, i, /) er ortogonal til hver av de to andre. Det betyr at
vi kan starte med § sette:

i
up = |1 Uy = 1
i 0

Da er uy og uy ortogonale til hverandre, og vi m& bare gjgre (/,0,1)
ortogonal til begge disse. Vi setter:

i i i i/2
uz= 10| =Py, |0 =P, |0] =|-1/2
1 1 1 1

Da er (uy, up, u3) en ortogonal basis.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

C) Finn den ortogonale projeksjonen av vektoren

pd underrommet U utspent av vektorene

2 1
u= |-b og w= |2
0
> C: Vi bruker Gram—Schmidt for & finne en ortogonal basis. Vi setter

. <u7 U1> u
(a2

1
nm=w= |2 og regner ut  up =u
0
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

18
= —_ = - _9
us u—+ 5 Uy 5 5

Vi projiserer vektoren (i,2 + i, 1) ned pa hver basisvektor og summerer:

i i i
Pyl2+il =P, [2+i| +P, |2+

1 1 1
4437 | [-234+162i
— - l846i| +— | 11781
51 9 430 | _65 4+ 45
| [22+84i
= o |161+87i
—1349j
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
D) La W = Span{u, v} hvor

2 4
u= |-5| ogv=|—4
1 2

D1. Finn en ortogonal basis for W.

D2. Regn ut standardmatrisen [Py/] til den ortogonale projeksjonen
Pw : R3 — R3 ned pa W.

D3. Finnes det en 3 x 2-matrise A slik at [Py/]Ax = Ax for alle x i R??
| sa fall, finn den.

> D1: u- v = 30 sa vektorene er ikke ortogonale. La u; = v og la

u - v

U = Vv —

2
u = 1
up - up 1

Da utgjgr u; og uy en ortogonal basis for W.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
> D2:

Pw(e1) = Py, (e1) + Pu,(e1)

4

Ui - e up - e 1
= ui + u=— 1|0
uy - up uz - Up 5 2

PW(e2) = 'Dul(eZ) + sz(e2)

0
IUl UQU1+U2 U3U2: 1| = e.
up - up uz - Uy 0
Pw(es) = Pu,(e3) + Pu,(e3)
uy - €3 Us - € 1 4
=1 8+ 2 2= 10
up - U uz - U 10 2
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

Dette gir oss at

L [8 0 4
[Pw] =15 |0 10 0
4 0 2

> D3: Vi kan ta A =0, alts8 3x2 nullmatrisen. Mer interessant er
fglgende: Siden W er invariant for Py, trenger vi bare at kolonnerommet
til A ligger i W. W er kolonnerommet til Py,. Vi kan for eksempel ta:

20
A=[u,v]=10 1
10
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

E) Anta at uy,..., u, er en ortonormal basis for R". Vis at den inverse
matrisen til A = [u1]---|u,] er gitt ved A= = AT.
> E: Siden (u1, ua, ..., u,) er en ortonormal basis, har vi

ulug =1 for hver k, og wuju =0 for k # 1.

Det betyr at

ulu wju ufus - U u, 1 00 0
u;r u1 u;— Uo u2T uz - u2T Up 01 0 0
ATA— |u3tn wJuw wjus -+ wu,| — [0 0 1 0
T T T T
Upup U,Up UyU3 -+ UpUp 0o 00 - 1
=1,

Dette vil si at AT er inversen til A.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

F) Husk at kontinuerlige funksjoner C([a, b]) fra [a, b] til R er et indre-
produktrom, med indreproduktet mellom f og g som

b
bi a/f(s)g(s)ds.

a

(f.g) =

Vinkelen mellom f og g: (f,g) = cosd||f||||g]|-

N& betrakter vi kontinuerlige funksjoner over [0,1], dvs a=0, b =1, og
derfor ﬁ =1.

Regn ut indreproduktet, vinkelen og avgjgr om de er ortogonale:
F1. f(x) = —x og g(x) = exp(x)

F2. f(x) =x®— x og g(x) = x —sinx

F3. f(x) = x og g(x) = x> —

HlwW

X
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
> F1: Funksjonene er ikke ortogonale fordi
1

(—x, exp(x)) = — /xexp(x)dx =—-1+#0.

0

1 1
= x| = V{=x —x) = Ofxde:ﬁ
og

()] = V/lexp(x),explx)) = | [ exp(@x)aie =5 (exp(2) - D).
0

Funksjonene er nesten parallelle, men gdr i motsatt retning av hverandre:

(—x,exp(x)> ) — COS_I(— 1 )

| = xI[[ exp(x)| L Jiew(2) - 1)
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
>> F2: Indreproduktet er ulik 0:

1
1
(x> — 3% —sinx) / x3 - fx (x — sinx)dx = 0.012.
0

Lengdene er

1 1 1
HX3 _ §X|| — \/<X3 _ §X,X3 — §X> ~ 0.216

1
og ||x —sinx|| = v/(x —sinx, x —sinx) = [(x — sin x)?dx ~ 0.061.
0

Funksjonene er nesten parallelle:

(x3 — 1x,x —sinx)

1 ) — cos1(_ 0012
[|x3 — %x||||x —sinx|| 0.216 - 0.061

O =cos }( ) = cos~1(0.91)

> F3: (x,x% — 7x> =0, vinkelen ® = 90°.
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
G) Vi ser pa indreproduktrommet av kontinuerlige funksjoner C(]0,1]).
Regn ut lengden til:
Gl f(x)=x
G2. f(x)
G3. f(x)=x3
G4. f(x)
G5. f(x)

G6. Hva er lengden til x" for en vilkérlig n?

> G1-G5:
1
I = /) = O/dex -2
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

1
wwzwwxaz\/ﬁwzl,
0

1
1
3] = V3 = /ww: ,
0

NG

/ 1

ol = /) = !ﬁw=¢¢
/ 1
181 = VB = | [ soae =

> G6: Generelt far vi: ||x"|| = \/(x", x") = \/ztﬁ oo,
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)
H) Betrakt underrommet V = Sp{1, x, exp(x)} av C[0, 1], med
indreprodukt

(F.g) = / f(s)g(s)ds

H1. Finn en ortogonal basis for V.
H2. La h(x) = x2. Finn g(x) = Py h(x).

> H1: Vi bruker Gram—Schmidt for & gjgre 1 og exp(x) ortogonal. Vi
setter u; = 1, og regner ut

up = exp(x) — <ex<pl(’xl)>,1> -1 =exp(x) —exp(1) + 1.

Da trenger vi us:
()
(1,1)

(x,exp(x) —exp(1) + 1)
" Toxp() — exp(1) + Lexp(x) —exp(@) +1) (7P TR H )

TMAA4115 Matematikk 3 — Uke 9 — V2025

us = X —

29



Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

Derfor

1
= x4 o exp(x)

2 exp(l) -1

> H2: For & finne projeksjonen av en vektor ned i et plan m8 man
projisere den ned pa en ortogonal basis som spenner ut planet. Det har
vi, fra forrige oppgave, og regner ut
(x*1)
Pyh(x) = ~—"—--1
Vi) =)
N (x?, exp(x) — exp(1) + 1)
(exp(x) — exp(1) + 1, exp(x) —exp(1) + 1)

- (exp(x) — exp(1) + 1)

N (x? x + % — e::(z(;_)ﬁ (et 1 exp(x) )
<X + % - exe:(q()x—)l7x + % - exe:(pl()x—)1> : exp(l) ml
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Oppgaver Projeksjoner Il (Uke 9)

_1 4exp(l) — 10 e
=3 3(exp(1) — 3)(exp(1) — )( p(x) p(1) + 1)+

1
xp(1)—1 12 1 exp(x)
+ (12— 12exp(1)) ;QP( )7 exp(l)( XT3 exp(l) — 1

)

_1_ 4exp(1) — 10 ) e
"3 3(exp(1) — 3)(exp(1) — 1)(e p(x) —exp(1) + 1)

1 exp(x)
— et 2 exp(l) — 1)
% +0,601(exp(x) —exp(1) + 1) — (x + % - ex(:ggx—) 1)
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