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Grunnleggende definisjon

o Gitt et vektorrom V og et underrom U C V, defineres
projeksjonen Py (w) av en vektor w € V' som den unike vektoren i
U som minimerer avstanden ||w — ul|

@ Skrives ofte slik at:
w= Py(w)+x, hvorxe U+

o [ tilfelle U er utspent av en vektor v, far vi formelen:

v-w
Py(w) = oo
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Eksempel 1: Projeksjon i R?

Oppgave
Gitt vektorene

SO |

a) Beregn projeksjonen P,(w) av w pa linjen utspent av v.
b

)
)

(c) Bestem lengden til den ortogonale komponenten w — P, (w).
)

(d) Vis at Pythagoras teorem

(
(

Vis at differansen w — P,(w) er ortogonal til v.

1P (w)]|* + [lw — Py(w)|* = [|w]|?

er oppfylt.
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Eksempel 1 lgsning

(a) Projeksjonen er gitt ved

S8
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Eksempel 1 lgsning

(c¢) Lengden er gitt ved

8
|w — Py(w)]| =/ (w — Py(w)) - (w — Py(w)) = NG
(d) Pythagoras teorem er oppfylt fordi
8 1 65
lw — Py(w)|[* + || Py (w)[|* = Ftsg=¢=13

0og
|wl|| = 3%+ 2% = 13.
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Projeksjon med ortogonale basiser

e Dersom U har en ortogonal (eller ortonormal) basis

{u1,us,...,u,}, kan projeksjonen skrives som:
Dup - w
1
PU(’LU) = E i
= Wi Wi

e Egenskap: Differansen w — Py (w) er ortogonal til alle
basisvektorene i U.

o Dette uttrykket viser ogséa at projeksjonen er en lineser
transformasjon.
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Eksempel 2: Projeksjon pa et plan

Oppgave

La V = R3. Gitt underrommet og vektoren

U={(z,y,2) ER*:z+2—2=0}, w=|3

(a) Finn en normalvektor n til U.

(b) Beregn projeksjonen av w pa U~ ved hjelp av formelen
n-w
Pri(w) = —n.
i (a) = 22

(c¢) Bestem projeksjonen av w pa U.
(d) Bestem matrisen A slik at Av = Py (v).
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Eksempel 2 lgsning

(a) Vektoren

1
n=1|2
—1
er en normalvektor til U.
(b) Vi finner
1
: 3
Pyi(w) = %nz 3 2
-1
(c¢) Projeksjonen pa U er
1 1
Py(w) =w — Pyi(w) = —3 0
1
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Eksempel 2 lgsning

(d) For at matrisen A skal tilsvare projesjonen sd méa kolonnvekoterne,
a;, i A vare gitt ved

a; = PU(ei) =€; — PUJ_ (el)

der e; er standardbasisen for R3. Dette gir
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Indreproduktrom

e Et indreproduktrom (V,(-,-)) er et reelt vektorrom utstyrt med et
indreprodukt som for alle v,w € V oppfyller:

(i) Symmetri: (v, w) = (w,v).
(ii) Linearitet: (av + bw,u) = a({v,u) + b{w,u) for alle a,b € R.
(iii) Positivitet: (v,v) > 0, og (v,v) = 0 bare dersom v = 0.
e Normen defineres ved ||v|| = v/(v,v), og to vektorer er ortogonale
hvis (v, w) = 0.
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Eksempel 3: Projeksjon i C([—m, 7])

Oppgave
For to funksjoner f og g i C([—m,n]) kan vi definiere

(F.9)= [ f@)gla)ds

—T

(a) Vis at (-,-) er et indreprodukt.

(b) Vis at cos(x) og sin(z) er ortogonale.

(c) Finn projeksjonene av funksjonen = pa underrommene utspent av
cos(z) og sin(z).
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Eksempel 3 Igsning

(a) for funksjoner f,g,h € C([—m,n]) og skalarer a,b € R far vi

0= [ wateds= [ g i(wde = t0.5)

(af +ong) = [ " (af(x) + bh(x))g(x)da

~a [ s@n o [ g
a(f,g) + blh, g)

(i)
. f) = / [f(@)Pdz >0

siden [f(z)]? > 0. Det gir ogsi at vise at en kontinuerlig funksjon,

£, stik at (f, f)

J7 I (@)]*dz = 0 ma vare f(z) = 0.
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Eksempel 3 Igsning
(v) )
(cos(z),sin(x)) :/ cos(z) sin(x)dx

2/ sm 2x

= [cos(2x)]
1 1
= + 1= 0
(¢) Projeksjonene er
_ (eos(a),wpcos(x) _[lpacos(a)de
Peos(7) = (cos(z), cos(x) a ffﬂ_ cos(x) cos(z)dx @) =0,
og
o(e) = @) )sin(e)  [osine)dr o
Pyin(x) = (sin(z),sin(z)) J7 . sin(x) sin(z)dx (x) = 2sin(z).
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