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Sammendrag Uke 13

Fgrste ordens, linexre, homogene differensialligninger med
konstante koeffisienter

Anta at den konstante n x n-matrisen A = (ajj)1<i j<n har n linezert uav-
hengige egenvektorer uy, uo, ..., u,. La \; vaere egenverdien som tilsvarer
u;. Daer

{ et ue?t, . u et}

et fundamentalt Igsningssett p& t €] — 0o, oo[ for det homogene systemet
x(t) = Ax(t)

Fglgelig er en generell Igsning gitt ved

Ant

x(t) = quie™t + et -+ chupe

hvor c1, ..., c, er vilkérlige konstanter.
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Sammendrag Uke 13 (System av differensialligninger)

Forrige uke vurderte vi fgrst og fremst

)'<1(t) = 311X1(t) + 312X2(t) x=Ax_ . a1 a2 Xl(t)
So(t) = apx(t) + anx(t) xe) = [ } { }

Eksempel:

5(1 = 2X1 - 3X2

).(2 = 1X1 — 2X2

Matrisen til systemet:

Karakteristiske polynomet

2—-A -3

A=MI=17 7y

‘:(2—)\)(—2—)\)4—3:/\2— =0
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Sammendrag Uke 13

Egenverdiene: \; = 1, A\, = —1. For 3 finne egenvektorene, m3 vi Igse
(A—)\;/)U,':O — Uy = 3 Uy = ! .
1 1
Siden u; og uy er linexrt uavhengige, fglger det at en generell lgsning er
3 1| _
x(t) = [J e+ o L] e '

X2

2

’ -
1.5 / =1 e
'/, X((z; 3 (ll,+ll2)//
/ -7
1 / 8

u, 5

-

0.51

- *1
) 1 2 3 4 5

/

TMAA4115 Matematikk 3 — Uke 14 — V2025



Sammendrag Uke 13
Hvis A har komplekse konjugerte egenverdier o + i3 og tilhgrende egen-
vektorer z = a + ib, der Re(z) = a og Im(z) = b er reelle vektorer, s3 er
to linezert uavhengige reelle vektorlgsninger til det homogene systemet

e*cosBta—e*tsinfBth, e sinfta—+ e cosftb.

Fgrste ordens, linesere, inhomogene differensialligninger med
konstante koeffisienter

Hvis x,(t) er en partikulaer Igsning av
x(t) = Ax(t) + f(t),
s& er en generell Igsning gitt av
x(t) = xn(t) + x,(1),
hvor x,(t) er en generell Igsning av den tilhgrende homogene ligningen

x(t) = Ax(t).
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Sammendrag Uke 13

Eksempel: Finn en generell Igsning p3

x(t) = Ax(t) + tg

1 -2 2 -9
A=|-2 1 2 og g=|0
2 2 1 —18

Generell Igsning til det tilsvarende homogene systemet x = Ax er

1 -1 1
xp(t) = 13 |0| + ¥ | 1| + e 3|1
1 0 1

Vi sgker en partikulzer lgsning av formen

al bl
xp(t)=tat+ b=t |az| + l;g
as 3
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger (Uke 14)
Ved & sette dette uttrykket inn i systemet x(t) = Ax(t) + tg far vi
a= A(ta+ b) + tg,
som kan skrives som
t(Aa+g) + (Ab—a) =0.
Ved 3 sette “koeffisientene” til dette vektor-polynomet lik null f&r vi:

Aa:—g’
Ab = a.

Ved hjelp av Gauss-eliminasjon finner vi: a = (5,2,4)" og b= (1,0,2)".
Dermed er en partikulzer Igsning til x(t) = Ax(t) + tg
5 1 5t+1
xp(t)=ta+b=1t|2|+ (0| = | 2t = x(t) = xa(t) + xp(t).
4 2 4t + 2
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger (Uke 14)

2. ordens differensialligninger med konstante koeffisienter

En 2. ordens differensialligning med konstante koeffisienter har formen:
aX(t) + bx(t) + cx(t) = f(t) (a#0) (1)
med spesialtilfellet der funksjonen f(t) er null:

ax(t) + bx(t) + cx(t) =0 (2)

» a, b, c er konstante reelle tall,
> x(t) er den ukjente funksjonen,

> f(t) er en gitt funksjon (kan vaere null eller ikke-null).

Ligning (2) kalles den homogene formen av ligning (1).
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger

Vi definerer nye variabler for & redusere ordenen:
x1(t) = x(t), xao(t) = x(t)

Da far vi:
x1(t) = x(t)

fot) = é (F(£) — beo(t) — oxa(t)

Det resulterende systemet blir:

X1 = X2
X = L(F(t) — bxo — cx1)

Eller p& vektorform:

x= [2] - E(f(t) _X;Xz - cxl)} - [—Og _15} Kj " {
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger

Merk: A= {_OC lb]

ru\n >/
|_|

det A— )\I2 |:
A2

m\c~
m\n

Eller sett inn exp(At) i differensialligningen ax(t) + bx(t) + cx(t) = 0:
2

d 2
ais exp(At) + b% exp(At) + cexp(At) = exp(At) (a)\ + b + C) =0

aN+bA+c=0
Det er det karakteristiske polynomet tilknyttet den homogene ligningen
ax(t) + bx(t) + cx(t) = 0.
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger

Representasjon av Igsninger for initialverdiproblemet

Hvis x1(t) og xa2(t) er to Igsninger av differensiallikningen ax(t) + bx(t)
+ cx(t) = 0 som er linezert uavhengige p& | — 0o, 0o, s& kan det alltid
finnes unike konstanter c; og ¢, slik at cyx1(t) + caxa(t) oppfyller initial-
verdiproblemet

ax(t) + bx(t) + ex(t) =0 x(to) = Xo x(to) = X1
pa | — oo, o0l.

Merk: (Linezr uavhengighet for to funksjoner) Et par funksjoner x;(t) og
xo(t) sies & vaere linezert uavhengige pé intervallet / hvis og bare hvis
ingen av dem er en konstant multiplikasjon av den andre p3 hele /. Vi
sier at x; og x er linezert avhengige pa / hvis én av dem er en konstant
multiplikasjon av den andre p& hele /.
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger

Den generelle Igsningen

Den generelle Igsningen av ax(t) + bx(t) + cx(t) = 0 finnes direkte fra
rgttene til a\? + b\ + ¢ = 0. Det er tre tilfeller & vurdere:

> )1 og Ay er begge reelle og forskjellige. To lineaert uavhengige
Igsninger er e*tf og e*2t, og den generelle Igsningen er

x(t) = cret + cretet
| spesialtilfellet A\, = —A1, kan denne lgsningen omskrives som

x(t) = ki cosh(A1t) + kasinh(A2t)

Merk:
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Sammendrag Andre ordens differensialligninger

» A1 = «a+ if3, et komplekst tall. Siden a; og ap antas & vaere reelle,
m& rgttene i aA + b\ + ¢ = 0 opptre i konjugerte par. Den andre
roten blir derfor A\, = a — i. To linezert uavhengige |gsninger er
elatiB)t og e(a=iB)t oz den generelle komplekse Igsningen er

X(t) = dle(a+iﬁ)t + dze(a_i’g)t

som er ekvivalent med x(t) = c1e® cos(ft) + ce*t sin(St)

» A1 = \o. To linezert uavhengige Igsninger er e’ og te*t, og den
generelle Igsningen er

x(t) = cre™ + cote

Inhomogene ligninger: Alle Igsninger til den inhomogene ligningen
ax(t) + bx(t) + cx(t) = f(t) er p& formen x(t) = x,(t) + xp(t) der
xp(t) er en partikulaer Igsning og x(t) er en lgsning til den tilsvarende
homogene ligningen ax(t) + bx(t) + cx(t) = 0.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

A) Lgs initialverdiproblemet
X(t) 4+ 2x(t) — x(t) =0, x(0)=0, x(0)=-1.
Lgsning: Den karakteristiske ligningen er
AP 4+2X-1=0.

Ved 3 bruke den kvadratiske formelen

—b+Vb?—4ac A —b—/b?®—4ac
- - Tvy P S

A
! 2a 8 2a

finner vi at rgttene til denne ligningen er
M=-14+vV2 og l=-1-V2
Den gitte differensialligningen har derfor Igsninger p& formen

x(t) = 71TVt 4 g el=1-V2)t
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

For & finne den spesifikke lgsningen som tilfredsstiller initialbetingelsene,
deriverer vi fgrst x og setter s8 inn bade x og x i initialbetingelsene:

x(0) = c1€® + e’ = ¢; + o,

x(0) = (=14 V2)c1e® + (=1 = vV2)e® = (=1 + V2)c1 + (-1 - V2) .

Dette gir ligningssystemet:

0=1c + o,

—-1= (*1 + \/E)Cl + (*1 - \E)Cz
Ved 3 Igse systemet finner vi ¢; = —\@/4 og ¢ = \@/4 Dermed er
Igsningen
x(t) = _@e(—wﬁ)t n @6(—1—ﬁ)t
4 4 ’
som er den gnskede Igsningen.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

B) Finn den andre ordens differensialligningen for x(t) fra det fgrste
ordens systemet:

aiol = [ 3 [200)
X(t)=|. =
(1) [xz(t) LA
Lgsning:
Ved § bruke (3) finner vi
1
Xo = X1 4X1.

Dette impliserer at

.. 1. 17 43

X =X X = T eX X = e,

slik at
)-51—).(1—|—ZX1:0.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

C) Finn en Igsning til initialverdiproblemet

X+4x+4x=0;, x(0)=1, x(0)=3. (4)

Lgsning: Den karakteristiske ligningen for (4) er
M 44 +4=(1+2)2=0.

Siden A = —2 er en dobbeltrot, sier teoremet i kursnotatene at (4) har
Igsningene x; = e~ 2t og x» = te 2,
La oss bekrefte at xx(t) er en Igsning:

xo(t) = te™?,  Xo(t) = e ?' — 2te 2,

Xo(t) = —2e72t —2e % 4 4te % = —4e %t | 4te 2",

%o + 4% + 4k = —4e M +Ate™ + 4 (e —2te ") + 4te”* = 0.

TMAA4115 Matematikk 3 — Uke 14 — V2025

17



Oppgaver Andre ordens differensialligninger

Videre ser vi at e~2f og te 2! er linezert uavhengige, siden ingen er en
konstant multiplum av den andre p& (—oo, 00).

Til slutt setter vi inn den generelle Igsningen y(t) = cie 2t + cpte 2t i
initialbetingelsene:

y(0) = 1% + 2(0)e® =1,  y'(0) = —2c1€% + c2e® — 2¢5(0)e® = 3,
og vi Igser for & finne c; = 1, c; = 5. Dermed er
y=e 2 {5te 2t

den gnskede Igsningen.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

D) Vis at fglgende Teorem: La x(t) = u(t) + iv(t) vaere en Igsning til
likning

ax(t) + bx(t) + cx(t) =0 (5)
der a, b og c er reelle tall. Da er den reelle delen u(t) og den imaginaere
delen v(t) reell-verdige Igsninger av (5).

Ldsning: Generelt, hvis z(t) er en kompleksverdi funksjon av den reelle
variabelen t, kan vi skrive z(t) = u(t) + iv(t), der u(t) og v(t) er
reell-verdige funksjoner. Derivertene av z(t) er da gitt ved

dz_du .dv d?z d’u  .d?v

ddt d de T de lae

Ifglge antakelsen er aX + bx + cx = 0, og dermed

a(i+ iv)+ b(a+iv)+ c(u+iv) =0,
(aii + bd + cu) + i(av + bv + cv) = 0.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

Men et komplekst tall er null hvis og bare hvis b&de den reelle og den
imaginare delen er null. Dermed ma vi ha

ai+bv+cu=0 og av—+bv+cv=0,

som betyr at b&de u(t) og v(t) er reell-verdige Igsninger av (5).
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

E) Forelesningsnotatene diskuterer mekanikken til masse-fjeer-oscillatoren,
og vi s& hvordan Newtons andre lov impliserer at posisjonen x(t) til
massen m styres av den andreordens differensialligningen

mx(t) + bx(t) + kx(t) =0,
der termene er fysisk identifisert som
[inerti]x(t) + [demping]x(t) + [stivhet]x(t) = 0.

Finn en Igsning til bevegelsesligningen for et fjaersystem nar m = 36 kg,
b =12kg/s, k = 37kg/s>, x(0) = 0.7m, og x(0) = 0.1 m/s.

L@sning: Bevegelsesligningen er gitt ved x(t), Igsningen av

initialverdiproblemet for de spesifikke verdiene av m, b, k, x(0) og x(0).
Det vil si, vi sgker Igsningen til

36x(t) + 12x(t) +37x=0; y(0)=0.7, x(0)=0.1.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

Den karakteristiske ligningen er
36A% + 12\ +37 =0,
som har rgttene

124 /I -AE0)(ET) _ ~12+12V1-37 _ 1
— = = —= I.
72 72 6

Dermed, med o = —1/6, 8 = 1, kan forskyvningen x(t) uttrykkes som

A

—t/6

x(t) = cre” /O cost + ce /O sin t.

Vi kan finne ¢; og ¢, ved § sette inn x(t) og X(t) i initialbetingelsene. Vi
fér en formel for x(t):

x(t) = (—% + c2) e /Ccost + (—cl — %) e /Csint.
Ved 3 bruke initialbetingelsene far vi fglgende system:
c =07, _%+C2:0.1.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

Ved 3 Igse systemet finner vi at ¢; = 0.7 og ¢, = 1.3/6. Med disse
verdiene blir bevegelsesligningen:

1.3
y(t) =0.7e "% cos t + ?e*t/e sin t.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

F) Vis at fglgende Teorem: Hvis x1(t) og xx(t) er to Igsninger av
differen- sialligningen

ax(t) + bx(t) + cx(t) =0 (6)

som er linezert uavhengige pa | — 0o, 00|, s8 finnes det alltid entydige kon-
stanter c; og ¢ slik at c1x1(t) 4+ coxa(t) oppfyller initialverdiproblemet

ak(t)—i—bk(t)—}—cx(t) =0, X(to):XO, ).<(t0) = X1
pa (—o0, 00).

Bruk fglgende Lemma: For alle reelle tall a (# 0), b, og ¢, dersom x;(t)
og x(t) er to Igsninger av differensialligningen (6) pad ] — o0, o], og
dersom likningen

x1(7)%(7) — x1(T)xe(7) = 0 (7)

holder for et hvilket som helst punkt 7, s& er x; og x> linezrt avhengige
pa | — 0o, 00[. (Uttrykket p& venstre side av (7) kalles Wronskianen til x;

og xa i punktet 7.)
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger

Lgsning: Vi vet allerede at x(t) = c1x1(t) + coxa(t) er en Igsning av
ax(t) + bx(t) + cx(t) =0
Vi m3 vise at ¢; og ¢ kan velges slik at
x(to) = axi(to) + caxe(to) = Xo

og
X(fo) = C1X1(t0) + CzXQ(to) = Xi.
Men enkel algebra viser at dette ligningssystemet har lgsningen
Xoxa(to) — X1x2(to) og = Xix1(to) — Xoxi(to)
x1(to)x2(to) — x1(to)x2(to) x1(to)Xa2(to) — x1(to)%2(to)”

=

(for & Igse for ¢;, for eksempel, multipliser den fgrste ligningen med
%2(to) og den andre med xx(to), og trekk fra.) S& lenge nevneren er ulik
null, garanterer det tekniske lemmaet at denne betingelsen er oppfylt.
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Oppgaver Andre ordens differensialligninger
G) Finn en partikulaer Igsning til
% 4 3% 4+ 2x = 3t.

Lgsning: Vi ma finne en funksjon x(t) slik at kombinasjonen X + 3x +
2x er en linezr funksjon av t — nemlig, 3t. N&, hva slags funksjon “end-
er opp” som en linezr funksjon etter & ha tatt med nullte, fgrste og an-
drederivert? Et umiddelbart svar er: en annen linezr funksjon. S& vi
prever med x;(t) = At og forsgker 3 matche opp X; + 3% + 2x; med 3t.
Kanskje du ser at dette ikke fungerer: x; = At, x; = A, og X; = 0 gir oss

)-51 + 3X1 + 2X1 =3A + 2At7

og for at dette skal vaere lik 3t, krever vi bdde at A =0 og A =3/2.

Vi har bedre hell hvis vi legger til et konstantledd til prgvefunksjonen:
x(t) = At + B. Daer xo = A, X =0, og %2 + 3% + 2xp = 3A + 2(At
+ B) = 2At + (3A + 2B), som matcher opp med 3t dersom 2A = 3 og
3A+2B =0. A Igse dette systemet gir A=3/2 og B = —9/4. Dermed
er funksjonen xo(t) = 3t — 2 en Igsning til X + 3% + 2x.
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